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Colloquium "p-adische getallen'

Eerste bijeenkomst: 12 februari 1960

J.BP. Koksna, Alminene Inlelding.

11, De p-adische getallen zijn ingevoerd door K. Hensel (1).
Ga ult van de schrijfwijze in ons tilentallig stelsél. Daar geldt
b.v. voor het getal a=432=2 eenh, + 3 tient. + 4 honderdt. Een
logische schrijfwijze ware a=2,34, welke notatie echter reeds is
gereserveerd voor tiendelige breuken. De getallen 2,3,4 Zijn be~
paald door de achtereenvolgende congruenties
a=2 (mod 10); 9-;%— =3 (mod 10); -E-‘%-éig = U4 (mod 10).
Dit laatste proces nu gaat ook op voor gebroken getallen a = %
mits de noemer n geen factoren 2 of 5 bevat en we een dergelijke
breuk deelbaar door 10 (= O (mod 10)) noemen als de teller t het
is. Met dé bovengesuggereerde schrijfwijze vinden we dan bijvoor-
beeld

(a) %:9,241758:9 4 2.10 + 4.100 + 1.1000 + ...
overcenkomstilg de congruenties:
2
3 77
z=9 (mod 10); = 2 (mod 1€3, enz.
7 10

Dit is dus wel te onderscheiden van de¢ decimale breuk

3 _ —— ! 2
(p) % = 0,T28571 = 0 + =5 * 700 *

waar het rechterlid in tegenstelling tot dat van (a) een in conven-
tionele zin convergente machtreeks voorstelt.

Voor de breuk igg-zou men gevonden hebben

(c) 222 = 0,092¥7755,

d.w.z. gen verschuiving van de komma naar rechts over twee plaatsen,

Hensel gaat nu nog zen stap verder en beschouwt de verzameling
aller rijen
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(1) a _a cees@ 58,845,000 = = k., .+ — +a_ 4+ a,-10 +
-n" =n+ o’ 172 10" 10 1

met gehele a; U)saj_$9);

waarin die der afbrekende en die der repeterende slechts een deel-
verzameling vormen. Natuurlijk kan men de modulus 10 vervangen door
iedere andere m > 1 en uitdr. (1) beschouwen thans met O<¢ay¢m-1.
Hensel definieert een optelling en een vermenigvuldiging en toont
aan dat de uitdrukkingen (1) alsdan een ring vormen. Kiest men voor m
een priemgetal p, dan krijgt men zelfs een lichaam: het lichaam der

p-adische getallen, waarin Hensel uitvoerig de rekenkunde en hoofd-
stukken uit de analyse ontwikkelt (het laatste na invoering van een

limietbegrip).
Het gaat dus niet om een nieuwe schrijfwijze van reeds bekende ge-

tallen, maar om een geheel nieuw getalbegrip.

$§2. a. We gaan de ontwikkeling volgens Hensel hier niet uitvoeren,
omdat door een idee van Kiirschak((1),(2)) een andere toegangsweg tot
de p-adische getallen wordt gegeven, die de definities en de resul-
taten van Hensel in een algemeen licht plaatst.
Ga uit van het lichaam Q der rationale getallen, van dat der reéle
getallen R of van dat der complexe getallen C. In elk dier lichamen
heeft men het begrip "absclute waarde'": aan een willekeurig element
a van het lichaam is een getal {a |z 0 toegevoegd met de eigenschap-
pen:

o}l = 0; la] > 0 als a#0, |ab] = |a|-|b] en

(de "driehoeksongelijkheid"): |a+b|s¢ [a] + |Db] .

Dit begrip maakt de invoering van het limietbegrip mogelijk; vele
belangrijke bewijzen betreffende limieten berusten op de driehoeks-
ongelijkheid. Gaat men uit van het lichaam Q, dan stoot men via het
beginsel van Cauchy op de fundamentaalrijen {an} s d.w,z, op rijen
met de eigenschap dat voor iedere positieve ¢ op den duur geldt

la -a | <&, ‘
Een rij met a

.!
o> 0 heet nulrij. Twee fundamentaalrijen {an§ en {bng
heten aequivalent als hun verschilrij §an"bn} cen nulrij is.

Terwijl ledere in Q convergente rij een fundamentaalrij is, geldt
het omgekeerde niet en Juist door zulke rijen (althans de aequivalentie-
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klassen van zulke rijen) per definitie te beschouwen als "reéle ge-
tallen"”, kan men Q "completeren' tot het lichaam R der re&le getal-

len.

b. Ga nu uit van een willekeurige ring K met elementen o, ﬁq 35'“'
en probeer daar een analogon van het begrip absolute waarde in te
voeren door de definitic encr waardering(sfunctie) v(e) met de vol-

gende eilgenschappen

v(0) = O

v(a)> 0 als «#0
viep) = v(a)-v(p)
vix+p) s v(a)+v(p).

(1)

We kunnen in zo'n gewaardeerde ring dan een limietdefinitie invoeren

door voor & € K, xeK te zeggen: Lim & =« dan en slechts dan als
bij ledere € >0 op den duur geldt

V(O(."‘(Xn> < 6:1

Nodig voor convergentie is weer dat de rij {mn} een"fundamentaalrij"”
is, d,w.z. dat op den duur bij iedere &3>0 geldt

V(m - < €,

n™%n)
Uit de drichoeksongeliljkheid volgt:

V(mn) = V(mm+un—mm)§ v(am) + V(mn~am)

of v(mn) - v(mm)g v(mn~ anﬂ

en dus (verwissel n en m):

(2) | v(e,) - vix )] g v(e -« ).

D.w.z., de bij fu } behorende redle rij {v(mn)} vormt ook c¢en funda-
mentaalrij en dus heeft v(an) cen limiet voor n—co.

Opm.1. Een dergelijke wasrdering (I) heeft m=n kennelijk altijd
door te stecllen:

v(0)

= 0; v(w) = 1, als «#£0., We noecmen dat de triviale waar-
dering vg(a), doch interessercn ons uiteraard meer voor de niet-

triviale waarderingen.

Opm.2. Steeds is v(1)=v(1.1) = v(1).v(1), d.w.z. v(1) = 1.
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Opm.3., Meestal beschouwen we het geval dat K ¢en lichaam is. Uit

% «f =0 volgt dan v(%)cv(ﬁ)=V(m)s dus

§3. We gaan nu volgens Kiirschdk de idee uit ¢ 2b op het lichaam
Q der rationale getallen toepassen. We hebben daar reeds de waarde-
ring door middel van de absolute waarde [&«], en de triviale waarde-

ring vo(m), Wij defini&ren thans de z.g. p-adische waardering, ge-

schreven v(e) = imip, waarbilj we uitgaan van cen willekcurig vast
gekozen priemgetal p 22, Daartoe schrijven we het te waarderen ra-
tionale getal o in de vorm pf- % , waar b >0 en a gehele getallen
zijn die p niet als factor bevatten en waar [ ;O een gehele exXpo-
nent is. Dit kan kennelijk steeds als « #0 en ook slechts op &én
manier,
Wij definié&ren nu:

( via) = |&] 0 voor o= 0

3 P
3) l v{x) =Iqu p"f voor «#0,

1l
il

Il

en kunnen dan aantoncn, dat de wetten I van §2b vervuld zijn.

BiJj het bewijs van (I) zal zelfs blijken, dat de drichoeksongelijk-
heid geldt zelfs in de verscherpte vorm

(%) v(e+s) ¢ Max(v(«),v(s)).

Hieruit volgt in tegenstelling tot de absolute-waardering waar geldt

[ne| = nla|-+ o voor «#£0 als n-

de eigenschap
v(ine) = v(setot.. . +a) s v(a).

(hiet-archimedische waardering").

Opm. We kunnen dus (4) schrijven:

(5) }m~+p[pg Mﬁx({a}ps fﬂ}p),

Uit het&bewijs volgt zelfs nog, dat steceds geldt

(6) | &+ ip = Max(fdhi{ﬂ)p), als }d§p¥}ﬁ§p.

Het < teken kan dus in (5) allecen optreden als !N}p =]/3!D‘

&
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$4. Men zal opmerken, dat de gewone waardering v(w)=|«] van Q
haar essentiéle eigenschappen houdt als men ze vervangt door
via)= ]m{c bij een willekeurige constante exponent ¢ met O<c 51.

£ haar eigen-
~-cf

Net zo houdt de p-adische waardering v(x) =|«| =p~
schappen als men haar vervangt door V(«) =la§; = P met wille-
keurige constante exponent c » 0.

Afgezien van die speling geldt de stelling van Ostrowski (3):
Het lichaam Q der rationale getallen laat geen andere waardering

toe dan a) de triviale; b) de absolute, c) de p-adische met wille-

keurig te kiezen p,

§Sa. Thans denken wij het lichaam @ der rationale getallen uitge-
breid tot het lichaam der aequlvalentieklassen van fundamentaal-
rijen met betrekking tot de p-adische waardering. Zulks wordt in
details o.m. beschreven in het eerste hoofdstuk van Turkstra (1).
Men verkrijgt dan cen uitbreidingslichaam Qp@ok:K(p))van Q analoog
aan dat der refle getallen R, doch met geheel andere eigenschappen,

b, Een gewichtilg feit is dat voor elke fundamentaalri] {an} die
geen nulrij is (dus waar niet geldt anw+o)g een n, bestaat zodanig
dat 1mn§p={un t_ voor alle nz ng. Dit verrassende feit (vergelijk
de opmerking °bij (2)) is een gevolg van het niet-Archimedisch zijn
der waardering (zie (5),(6)).

¢c. We kunnen nu ook K(p) waarderen: Neem een element ult K(p), dan

wordt dat gerepresenteerd door een fundamentaalri]j {mn} en gan ligt
het voor de hand te stellen v(a)=Linm v(x,) =n%i§b{mn p:j‘&nolp als 60,

. 0 als u=0,
We schrijven weer

al, in plaats van v(a).

i

De verzameling der waarden op K(p) is dus dezelfde als die op Q,
in sterke tegenstelling met het gedrag van R t.o.v. Q ("discrete"
waardering op K(p) tegenover "continue" waardering op R).
Natuurlijk moet even bewezen worden, dat de definitie van (aip op
K(p) aen alle eisen (I) voldoet. Het blijkt weer dat ook aan (5)
en (6)avoldaan is. Ook volgt dat K(p) nu volledig is, d.w.z., dat
iederc fundamentaalrij {a ] met elementen uit K(p) ecn limiet
heeft in K(p).

d. Zeer belangrijk is dat wegens
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s M
=

i:i un+i!p

!un+1+°°° * |
J

23ooa9k
het volgende convergentiekriterium voor reeksen geldt:
o8)
Stelling. De reeks z:j U, mct elementen une,K(p) convergeert dan
n="1,
¢n slechts dan als un~»'0 VOoor n- 00 .

e. Men bewijst nu, dat bij iederec a e K(p) ondubbelzinnig omkeerbaar

cen ontwikkeling

-n =114 2 _
(7) a=a_p +a_ ., to..ta ke, prasD ... (ai_o,ﬂ,... of
p-1)
kan worden gevonden. Kennelijk is deze recks convergent (zic §5d4).

Voor a schrijven we nu ook

a =a _a - Y - I - A
-n- -n+ 0’7172

waardoor de aansluiting aan het door Henscl gedefinicerde lichaam
der grootheden (1) met p in plaats van 10 uit $ 2 gevonden 1is.

$6, In dit lichaam K(p), of algemener in niet-archimcdisch gewaar-
deerde lichamcn, kan mcn nu rekenkunde (Hensel (1),(2)) en analyse
bedrijven: theoric der wachtrecksen ¢n analytische functies (Schdbe
(1), Loonstra (1), de Groot (1)), theorie der continue functies
(Dieudonné (1), Mahler (12)) en der diffcrentiaalvergelijkingen
(Dieudonné (1), Loonstra (1)), theorie der algebraische en trans-
cendente getallen (Mahler (41),(2),(4),(5), Turkstra (1), Lock (1)),
meetkunde der getallen (Mahler (9),(10),(11), Monna (2)), diophan-
tische approximatics (Chapauty (4), Lock (1), Lutz (1), Mahler (3),
Turkstra (1)), theoric
(Kalish (1), Dorleyn (1
Lebesgue (Turkstra (1), Popken en Turkstra (1), Monna (1), Lock (1))
en in de zin van Hausdorf? (Lock (1)). Natuurlijk hebben speciaal

dc algebraische aspecten ook zeer sterk de onderzockers getrokken
(Ostrowski (1),(2),(3),(4), Rychlik (1), Krull (1), Mahler (6), (7),
(8), Schilling (3) en vele anderen).

der lineaire ruimten (Hilbert-ruimten)
), Monna (3))en maattheorie in de zin van
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g 7. We noemen enkele cenvoudige losse feitcen en stellingen over
K(p) ter illustratie van de bovengenocmde probleemgcebieden; in vol-
gende colloquia kan daarop wellicht worden teruggekomen,

1) Intervallen {x—a{p <r met "middelpunt” & en positieve "straal” r
zijn zowel open als gesloten. Iedere x ult zo'n interval kan als
middelpunt fungeren. Hebben twee intervallen cen punt gemeen,

dan ligt een er van gcheel in dc ander.

2) In verband mect de grafische voorstelling van K(p) (een "boom")

noemt men het interval uit b) ook: takverzameling.
@® n
De machtrecks 2 _is ook in p-adische zin convergent, mits
n i & ] - 3

n=0 ; o e £ é _:; j. ) .
le <1, gff,‘ ;/?' 2 Haa gj Lok INAE ED‘L%} T gy g

4) Voor ieder irrationaal algebraisch getal « uit K(p) geldt als
% eecn rationaal getal is
]a - %’ 2 2le) n
b {Maxlu!,[v%

als n de graad van « 1s. Hierin hangt c(o) alleen van « af,

00 \
5) Het getal 7 p?* is transcendent.
n=0

6) Bij iedere op lX‘p ¢ 1 uniform continue functie ¢(x) met p-adi-
sche wearden is een rij functies wn(x) aan te gcven met
0. (x) = ¢ (x)
an?(X) = O’

hetgeen wel stevrk afwijkt van de theorie in R of C.
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Colloquium "P-adische getallen"

Voordracht op 26 februari 1960
door

P.C, Baayen

"Continue functies"

Het lichaam Qp wordt tot een metrische ruimte als wij de
afstand van x en y op de gebruikelijke wijze defini&ren door
]x—y}p, Het feit dat de driehoeksongelijkheid in verscherpte
vorm geldt, blijkt dan vele merkwaardige gevolgen te hebben,
Verschillende hiervan zijn reeds vermeld in §7.

Zo 1s ieder gesloten interval }x—xolps &, dat wij ook zul-

-n-1 -n
£ e<P

dan is ]x—xolpé ¢ aequivalent met ]x-x01p<p’n; evenzo is ieder
open interval ook gesloten. Hieruit volgt, dat Qp volledig on-
samenhangend is; d.w,z. ledere deelverzameling van Qp die ten-

len aangeven met V&(Xo)’ ook open, want als bv. p

minste 2 punten bevat, 1s niet samenhangend.
Verder kan ieder punt y in Va(xo) als middelpunt voor dit
interval fungeren:

als era(xO), dan is ]x—y{ps maX(lX—Xolple*Xolp)é ¢, en dus
x eV, (¥);3
als eré(y), dan is ;x—xolps max(lx—yip,ly~xolp)s£, en dus

x eV, (x).

Een gevolg is, dat van twee intervallen die een punt gemeen hebben,
er altijd een geheel binnen de ander is gelegen: stel z ligt in
Vaq(xO) zowel als in Vag(yo)’ en zij bv. e, ¢ t,5 dan is
v, (x,) =V, (2)cv, (2) =V, (v,.).
99 “1 £2 tp 70
Zij Np het interval Vq(o); Np heet de verzameling der gehele
p-adische getallen, Ieder getal xeNp heeft de vorm

. _ 2 _h

(1) X =a,  + a0 +apD+...ka D+,
wa%pbij elke a, een van de getallen 0,1,...,p-1 is. Definieer,
voor n=0,1,2,..., het getal X door

n
(2) Xy =8, Fap +...4a D
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dan is ¥ de limiet van de rij {xn} . Als x#£0, dan is iedere X, een
natuurliijk getal, en dan is dus x de limiet van een rij natuurlijke
getallen; terwijl x=0 de limiet is van de ri]j {Xn} ., Aangezien om-
gekeerd leder natuurlijk getal tot Np behoort, volgt, dat Np de
afsluiting is, in Qp, van de verzameling N der natuurlijke getallen,

Het is zeer bPlangrlgk dat in Q de stelling van HEINE-BOREL
van kracht is; als we een verzamellng A compact noemen, indien
iedere overdekking van A met open verzamelingen 1Gi}iel een eindig

deelstelsel bevat, dat A ook nog overdekt, dan geldt nl.

Stelling 1. Iedere begrensde gesloten verzameling in Qp is compact.
Bewijs. Beschouw eerst N_. Deze verzameling is de vereniging van de
p disjuncte intervallen Vq/p(O),Vq/p(ﬂ),.o.,Vq/p(p-ﬂ), Elk dezer
intervallen is op dezelfde wijze te verdelen in p deelintervallen
met straal 1/p2, enz. Door volledige inductie volgt dat Np, bij
ieder natuurlijk getal n, overdekt wordt door eindig veel inter-
vallen, elk met straal p "; m.a.w., Np is totaal begrensd. Daar Np
ook gesloten is, volgt, dat Np compact is,.

Uitvoeriger:

233 {8}y 1
door geen eindig deelstelsel overdekt wordt, Dan geldt hetzelfde

“een open overdekking van Np, en neem aan dat N

voor een van de intervallen Vq/p( ) 1/p( Ysenn 1/p(p 1); zeg voor
Vq/p(xq>' Indien nu reeds geconcludeerd is, dat een zeker deelinter-
val Vv —n(xn) van Np niet door eindig veel der G, wordt overdekt,

dan P zal ook weer een van de p intervallen met straal p—n—q, waapr-
in Vv
v

—n(Xn) kan worden verdeeld, diezelfde eigenschap hebben; zeg

p
-n<1(¥p4q)
De op deze wijze geconstrueerde rij {xn} is convergent, omdat

- -n . . s
;xn+1-xn{ps p 5 omdat Np gesloten is, behoort de limiet x tot Np,
en dus behoort x ook tot een Gi . Op den duur geldt dan

0

Vo (x) =V (x )ec G, ,
D n p-n n lO

waarmee een tegenspraak gevonden is. Dus Np is compact.

ZLJ nu V ( o) een willekeurig interval. De afbeelding
X =D (x X ) p beeldt dit 1-1-duidig af op Np bovendien gaan bij
deze afbeeldlng, zowel als bij zijn inverse, open verzamelingen
over in open verzamelingen. Wij concluderen dat ook Vpn(xo) compact
is.
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Zij tenslotte A een willekeurige begrensde gesloten verzame-
ling. Dan is er een interval V met AcV, Als gesloten deelverzame-
ling van de compacte verzameling V is dan A ook compact: want als
{Gi}iel een willekeurige open overdekking is van A, dan is
{Gi}ielti{V\A} een open overdekking van V; deze bevat een eindige
deeloverdekking van V, waarmee (ev., na weglating van V\A) een ein-
dige deeloverdekking van A is gevonden,

Opmerking. Omgekeerd volgt eenvoudig, dat iedere compacte verzame-
ling in Qp begrensd en gesloten is.

Wij concluderen uit stelling 1, dat Qp locaal compact 1s. Boven-
dien volgt, geheel als in het re&le geval, het aequivalent van de
stelling van BOLZANO-WEIERSTRASS:

Stelling 2, Tedere oneindige begrensde verzameling in Qp heeft een

verdichtingspunt.

De definities van continuiteit of differentieerbaarheid van p-
adische functies (met p-adisch argument en waarde) zijn gelijklui-
dend aan die voor reé&€le of complexe functies. Ook bewijst men geheel
als in het re&le geval dat de som en het product van twee continue
of differentieerbare functies weer continu resp. differentieerbaar
is, enz, Daar de functie f(x)=x continu en differentieerbaar is,
volgt dan dat dit ook geldt voor alle polynomen.

Als men dan verder tracht in Qp de differentiaalrekening uit
te werken, blijft men al spoedig steken; het blijkt namelijk, dat in
Qp de stelling van het gemiddelde uit de differentiaalrekening niet
geldt. Een heel eenvoudig voorbeeld hiervoor levert de karakteris-
tieke functie van een interval V —n(Xo): deze heeft overal een afge-
leide O, maar is toch niet constant. Wij kunnen dus zelfs onmiddel-
1ijk concluderen:

"Er zijn oneindig veel lineair-onafhankelijke niet-constante

p-adische functies, die elk differentieerbaar zijn op geheel
Qp en overal afgeleide O hebben'.

J. Dieudonné (1) heeft zelfs een voorbeeld gegeven van een
p—adisdﬁe functie, gedefinieerd en differentieerbaar voor Xe.Np, die
een afgeleide O heeft, en toch op geen interval, hoe klein ook, con-
stant is: als
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2 n
(1) X = a +fa,pra Dt A Dt

definieer dan

2 I 2
f(x) = ajta P Hasp +.. .48 p

n
tooss

het is duidelijk dat f(x) in geen interval constant is; maar, als
]x—y}p = 2p—n, dan zijn de eerste n termen in de ontwikkelingen
van X en y gelijk; dus ook de eerste 2n termen in de ontwikkelin-
gen van f£(x) en f(y); m.a.w.

| £(x) - £(y)}, <
waaruit volgt dat I V§:§ %) dge limiet O heeft als y tot x nadert.

2n -h
= o K-
p y§p

Het is eenvoudig een voorbeeld te geven van een functie die
continu is voor }x[p.sﬂ maar nergens differentieerbaar: als X de
ontwikkeling (1) heeft, definieer dan

2 2

2 n ,
£(x) = a,"+a, P Ha "Dt

1
het rechterlid is dan wel niet de standaard-ontwikkeling van f(x),
maar 1s toch een convergente reeks, Het is duidelijk dat f(x) con-
tinu is voor }xip ¢1; maar indien p: 3, dan is f(x) nergens dif-
ferentieerbaar:

voor iedere n zijn er tenminste 2 verschillende gehele getal-
len bq,bz, ongelijk O, zodanig dat O ¢ an+bis p-1 (i=1,2). Als dan
hy=b,p?, dan is [hy| =p™" (i=1,2), en

e
£(x+hy ) -£(x)
= = 2a_+b, (i=1,2);
i
zodat
f(x+h,)-f(x) f£(x+h,)-f(x)

1 - & = | b -bo] = 1

hq h2 P 1 "2ip ‘
Dus heeft f(x+h%-f(x) geen limiet, voor h — O,

Een geheel ander voorbeeld, dat ook juist blijft voor p=2, is
gegeven door K, Mahler (12), en zal door de volgende spreker wor-
den behandeld.

Als wij trachten een integraalbegrip in te voeren in ng dan
wordt de situatie aanzienlijk moeilijker, Doordat nl. Qp volledig
onsamenhangend is, bestaat een weg in Qp altijd uit slechts 1 punt.
Het is dus niet mogelijk een bepaalde integraal in te voeren, Het
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enige dat we ons kunnen afvragen is, of een gegeven functie f(x)
een primitieve functie bezit.

Voor continue f(x) is dit probleem volledig opgelost door
J. Dieudonné (1), die bewezen heeft dat iedere differentiaalverge-
lijking met continu rechterlid een oplossing heeft:

Stelling 3. Zij F(x,y) een functie van 2 p-adische variabelen, met

pé a, jY'y tp
willekeurige positieve constante. Dan bestaat er een functie f(x),

waarden in Qp, en continu voor {x—xo{ sb. Zij n een

continu en differentieerbaar voor {x—xolps a, zodanig dat
(a) f(xo)=yo:
(b) f£'(x)=F(x,f(x)) voor alle x met lx—xolps a,
(c) }f(x)—yoips 7 voor alle x met {x-xofp~

Bewijs. We mogen aannemen dat xozyozo en a=1. Als {le ¢ 1, dan kun-
nen we x weer in de vorm (1) schrijven; we defini&ren X weer door

(2).

Zij M=max {}F(x,y)(p:fx{p €1, fy]ps b}, en zij k een geheel
getal, zodanig dat
(3) oy cnin,p).
Wij defini&ren, voor ]les
£ (x) =0 als O+¢n¢k;
fk(X) = (X Xk)F( kso)
fn(x) = £ _ 1(Xn) +{x- Xn)F(Xn’fn—ﬂ(Xn)) als ¥k <n.

Wij vinden dan, voor n s k:

(%) Ifn+’l(x)”fn(x)tp = iX_Xn+1;p'F(Xn+1’fn(Xn+1))'F(Xn’fn-ﬂ(xn))}
p—(n+2)

P
. M;

daar bovendien -(k+1)

}fk(x)} = | x-x

k}p * }F(XK,O)lpé D - M,

P

volgt door inductie dat voor alle n
(5) E x)1 -(et) oy min(y,b),

en dus 15 bovenstaande deflnltle zinvol,

Uit (4) volgt bovendien dat f ‘1(x) -f (x) - 0 voor nwco, en
dus convergeert { (x)} naar een functie f(x), daar steeds f _(0)=0,
is £(0)=0, en uilt (5) volgt dat |f(x)] p$ 7 voor [xip . Wij zullen
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bewijzen dat f(x) differentieerbaar is en aan (b) voldoet.
In de eerste plaats volgt uit (4) door inductie, dat voor

nzken alle i

; -{n+1
ifn+i(x) - fn(X>tp$'D (n+1) M;
hieruit volgt, voor 1 — co, dat
Pf(x) - fn(x)§ps p“(n+1) - M, voor n: Kk,

De rij {fn(x)} is dus uniform convergent,

Aangezien F(x,y) continu is op de compacte verzameling {x}ps 1s
ly]p« b, is F daar ook uniform continu; indien dus een willekeurige
&£ »0 gegeven is, dan bestaat er een J >0 zodanig dat
fF(x,y)-F(x',y'){Ds ¢ is zodra éxmx’!ps J en iy~y’]pé J, Zij m een

geheel getal met L _
P <m+q)a(M+1)s I

dan geldt voor n iz m:
ix"‘xnlp ¢ & 3

(x)- .
en | £(x%) fn_q(xn)gpga',
en dus ‘
|7 0eg, 200 -F e, ()] jee s
uit (4) volgt dan
£ ' -{(n+2
( 1'1+1<X>Jn(x)[psi X"Vn+1!o E<D ( )¢ s
en vervolgens
(6) sfn+iﬁx)-fn(x)lp:-6 max(p—(n+1+1)j ’p~(n+2)) _
_-(n+2)
B s

voor ni:k en i=1,2,3,...
Zij nu x willekeurig in ND: en zij x' zo gekozen dat

1x~x'|ps p_(m+1), Als n het gehele getal (» m) is zodat lx—x‘]p=2 (

dan is xX'=x en x! _#4x CWid vind .
n=% b ea?% pq- W1 vinden dan

Fo(xt) = £(x) = (x'=x)P(x, T _q(x)),
en dus
£ (%) -5, (%)

e - B, (%)) =

p

- lF(Xn,fnﬁq(xn))—F(Xxf(x))lpf& .

-(n+1)

2
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Uit (6) volgt

]fn+i(y) - fn(y)!pé a.p-(n+2) _ Jxex']

£
b p

VOoor y=Xx en voor y=x'; en dus geldt, voor i=1,2,3,...

£ (x")-f_ (%) £ a(x')-f (x'")
n+i n+i n+i n
‘ x oy - F(X’f(x>)ip\<max{ X by ‘pﬂ
£ (x)-f (%) f_(x)-f _(x)
n+i n
i =T ‘p) s x'—xn - F(x,f(x))zp}:éﬁ.
Voor i-+00 volgt
f{x')-f(x
| E =0 L pix,e(x)) | < e
voor alle x' met lx’—xl $p—(m+1); dus is inderdaad f differentieer-

baar, en (b) geldt.
Opmerking 1, Er volgt, dat een functie, continu op een gesloten in-
terval, oneindig veel primitieven heeft die door eenzelfde punt

gaan,

Opmerking 2., Als x en x' willekeurige punten zijn in Np, dan geldt

voor n»> k

| £, (%)= (x1)]_ =fx-x'] -{F(xn,fn_q(xn))}p e |x=x!| oM

P P

en dus | £(x) - f(Xt)}psix_x!{p .+ M.

Voor de op deze wijze gedefinieerde functies f(x) geldt dus de st,
van het gemiddelde wel. Als bv, F(X,y):xp'q, dan is de op deze wijze
verkregen primitieve functie f(x) van xP~1 dus zeker niet de functie
xP

P —

p

Het had voor de hand gelegen, te pogen een primitieve functie
van f(x) te vinden, door f(x) uniform te benaderen door polynomen
(waarvoor immers dadelijk primitieve functies zijn aan te geven).

In het re&le geldt toch, dat iedere uniform convergente reeks terms-
gewlijs geintegreerd worden mag. Inderdaad bewees Dieudonné dat in
Qp het aequivalent van de stelling van WEIERSTRASS geldt:

Stelling 4. Iedere p-adische functie die continu is op een gesloten
intervad, kan uniform worden benaderd door polynomen,

Onafhankelijk van Dieudonné bewees Mahler (12) deze zelfde stelling.
Maar het blijkt dat we er zo niet komen; want de stelling over terms-
gewljze integratie berust op de st. van het gemiddelde, en we hebben
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gezien ggt dezg in Qp niet van kracht is. En inderdaad is bv. de
reeks z::pnxp -1 un

iform convergent voor |x]| <1, terwljl in de
n=0 oo _2n P

reeks van primitieve functies ) £ — de algemene term niet naar
0 gaat voor ]le = 1, n=0 P
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Collogquium "P-adische getallen”
Voordracht op 25 maart 1960
door

P.C, Baayen

"Continue functies" (vervolg)

12, Voor het bewijs van het p-adisch analogon van de approximatie-
stelling van WEIERSTRASS gebruikt DIEUDONNE de volgende hulpstel-
ling:

Lemma 1. Zij X een volledig onsamenhangende compacte Hausdorff-
rulmte, en zij X% een metrische ruimte, met metriek d. ZiJj verder

A een gesloten verzameling in XA, en zij £ een continue afbeelding
van A in X . Dan is er een continue afbeelding g van £ in ¥x¥ die £
voortzet.

Opmerking, Wij hebben alleen nodig het geval waar X:Np en X*iQp;
bij de algemenere formulering is het bewijs echter nauwelijks ge-
compliceerder,

Bewljs. Z1iJ w(f;V)=sup{d(fx,fy):x,y a'\f}, voor VeA (w(f:;V) is de
oscillatins van £ in V). Omdat f continu is op A, heeft ieder punt
x ¢ A een omgeving U zodanig dat w(f;UX) <1, Daar X volledig on-
samenhangend en compact is, heeft x dan ook een tegelijk open en
gesloten omgeving V. met V. <U ; natuurlijk is ook w(f;VX)s 1. Daar
A gesloten en dus compact is, kan A overdekt worden door eindig
veel dergeli jke VX; zeg door B B

/|joecy nﬁ
. . o n
Laten Aq,.,.jAm de niet-lege verzamelingen zijn onder de 2
verzamelingen C1

N
/ljvcr.

rx,,,r\Cn, waar CyzBV of Cy:X\Bp, voor ¥Y="1,...,0.
JA een partitie van X 1in (disjuncte niet-lege)
tegelijk open en gesloten verzamelingen, met w(f;%uf\A)s 1, voor

Dan vormen A

MA=T .. ,m,

Definiger f,t on X als volgt: indien A%F3A=O, dan zi] f1x=0,
e
voor alle xa.%% ; indien A, n A#0, kies dan X, A, N A, en stel
f1x=fgﬂ*, voor alle x:eAM‘, Dan 18 fq continu op X, daar alle QM

tegelijk open en gesloten zijn; en voor alle x& A geldt:

a(rx,f

x) ¢ 1.

/‘
Neem nu aan dat reeds n continue functies f13'°°5fn op X ge-
construeerd zijn, die de volgende eigenschappen hebben:
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(1) a(fx,f,x) s J2 , voor x ¢A en v=1,...,n;

IT a(f  x,f x)st"23 voor xeX env="1,...,n=-1;
v .

v +1
(III) Er is een partitie van X in tegelijk open en gesloten

verzamelingen Aq,,e.,A zodanig dat

m)
) £, 14, is constant, voor 1¢ vgn en 1s.usm;

(a
(b) Als A~ AZ0, dan is w (f38nh,)e 072 (1eaem);
(c

) Als A, ~A#0, dan is er voor ledere v met 1<«v < n
een x ¢ A, zodanig dat f x,=fx, (1esm),
Wij zullen een op X continue functie fn+1 construeren zodanig dat

het stelsel {fq,n,.,fﬂ+1} weer deze eigenschappen heeft.

Indien %ArsA=O, zij dan £ x:fnx, voor alle x:eAxL; indien

n+1
%un A#£0, overdek dan %@n A met eindig veel tegelijk open en geslo-

ﬂ ) o -2
ten verzamelingen B, qs++ 5B, ., zodanig dat w(f,%wm)s (?+?) voor
1srsk, en zij %u4’°°° ,éa%a de corresponderende partitie van A&
(vgl. de constructie van fq), Indien nu A, nA=0, stel £, x=f X,
n A en

voor alle x ¢A, . ; maar indien A, _n A#0, kies dan L

stel £ x=fx, . , voor X el . .

Op deze wijze is aan (I) voldaan voor v=n+1, want als x €A,
dan 1is x egﬂﬁij;’voor zekere 4, 6 , €n

-2
a(f_ .x,fx)s w(f3h, nh) < (n+1)7%;

n+1

en aan (II) is ook voldaan, voor v=n; want als f X#fnx, dan is

n+1
xehA,.nAchA nhA, voor zekere «, ¢, en op grond van (III,c) en de

definitie van f zijn er punten X sV, ¢ AM‘H A zodat fn x:fxo en

n+1 +1

fnx=fyog en dus is
-2
d(anx,fnx) = d(fx Ty )e w(f5h, nA)sn ",

waarbli]j de laatste ongelijkheid geldt op grond van (III,b)B Tenslotte
is het duidelijk dat de nieuwe partitie van X, die we gebruikten
om f ., te defini&ren, weer aan de voorwaarden in (III) voldoet.

Zo is dus door inductie een rij continue functies {fm} op X ge-
construeerd, zodanig dat (I) en (II) gelden voor »=1,2,... . Op
grond van (II) is deze rij uniform convergent:; zij g zijn limiet.
Dan is g continu op X, en gl|A = £, op grond van (I).

Aangezien wi]j essentieel gebrulk zullen maken van de eigenschap-
pen van het poclynoom h(x):ﬂwxp"/I in Qp, is het nuttig deze in een
hulpstelling samen te vatten.
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Lemma 2. Zij h(x):ﬂuxp"q, Dan gelden de volgende (on)gelijkheden:

(1) (x)[ 1, als lxip < 13

(2) 1h( 1, als }x]p = 15

(3) [n(x)P ~1] p ' als gx]p <1;

(4) !h<x>‘p“£ps p'p” als |xl = 1;

C I INES L I P ORI P %], >

Bewijs., Als {x]p <1, dan is {xlp¢]1lp en dus lq_xpmﬂtp*

- max(\ﬂ‘p,[xlg" =1. Dit bewijst (1).

Als ;x{p=1, schrijf danx in standaardontwikkeling:
x=a0+a1p+agp2+,,.; dan 1is a #O De eerste term in de standaardont-
wikkeling van xp“/l is de rest van a g p-1 modulo p; volgens de stel-
ling van Fermat is deze 1; en dus beglnt de ontw1kkellng van xP” -1 -1
met een term die p bevat. Dltnbew1gst (2); zelfs volgt: |h(x ]ps% 5
als |x| =1. Dan is ook |h(x)P lp =ih(x)]§ <p-P", voor }xlp:ﬂ; waar-
mee (4) is bewezen,

Als {xlp > 1, dan is lh(x)‘p:lﬂ_xp‘qlpzmax(ﬂ,)xig"1)={x}g"1, en
(5) volgt.

Z1J tenslotte ]x‘p <1, en trachten wij (3) te bewijzen. In dit
geval is !x]pé %; dus heeft de ontwikkeling van 1-xP~" de gedaante

hix) = 1-xP-T 1+cp +dpp+1

waar ¢ een van de getallen 1,2,,,.,p-1 is; r een natuurlijk getal
z 15 en deNp. Dan volgt:

n(x)? = 1ep.cp” + 9(951) 02p2T L gipite _
— ,H_Cplf’-l—/l + dnpl"-i-2;

de tweede term in de ontwikkeling van h(x)P bevat dus tenminste

pr+1, Door inductie volgt dat de tweede term in de ontwikkeling

r+n

van h(x)p" tenminste p bevat; d.w.z.

n
[n(x)P 1] <p PP pP,
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§13. Nu kunnen we dan het p-adisch analogon van de stelling van
WEIERSTRASS bewljzen:
Stelling 4. Zij K een compacte verzameling in QD, en zij f een

p-adische functie, gedefinieerd en continu op K, Dan is er bij
iedere ¢>0 een polynoom g, zodanig dat

]f(x)ﬂg(x)kps ¢, voor alle x ¢K,

Bewijs.

1. 21j, voor ieder natuurlijk getal n, U =V _n(O)° Wij bewijzen
eerst een bijzonder geval: P
Zij r<s (en dus Ur:’Us)’ en zij f op Ur als volgt gedefinieerd:
f(x)=1 voor xeUg, en £(x)=0 voor x e U \U,. Dan kan f op U, uni-
form benaderd worden door polynomen,

Het bewijs is door inductie voor s-r.

BASIS: Stel s=r+1. Dan is dus £(x)=1 als |x| ¢ "1, en £(x)=0
als |x]|_ = p™F; we kunnen f dan benaderen door de polynomen
h(p“r’x)bn° Want volgens Lemma 2, (3) en (4) geldt:

In(p Fx)P ~1‘ps ™™ als lp"rx[p <1, i.e. als ]x}p< o F,
n n
|n(p""x)P -)}ps p P als lp‘Px]p =1, 1.e. als [X‘p = pF,

INDUCTIESTAP: Zij O < ¢ <1. Volgens de inductie-aanname 1is er een

>

polynoom hq(x) zodanig dat
| o )mﬂ{p)sa als x e Ug;

‘hq(x)“olpé e als xeU, _NTU,.

71§ M=max {}hﬂ(x))p:xe'Ur\ Uy} (91t meximum bestaat, omdat U,\ Ug
compact is),

Op grond van de inductiehypothese is er dan ook een polynoom hz(x)
zodanig dat

g(x)—ﬂi $ € als x e U 3

als xe‘Ur\ US“

ol <_ &
)-0l, < wh x

7Zij tenslotte g(x):hq(x)hg(x); dan is ook g een polynoom,en er
geldt, voor alle x eU&:

| B(x)-£(x)]  <e.

Immers, 1s x €T, schrijf dan g(x)=1+(h1(x)~”l)+(h2(x)-1)+

& / \ AN 7 4 A PERY
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er volgt dan dat }Jg(x)-f(x)]|, = ]g(x)wﬂ)g)s&. Is xe Uy 4\ Ug,
schrijf dan g(x):hq(x)+h1(x)2h2(x)—1); we concluderen dat
}g(x)uf(x))p = }g(x)]ps t. Is tenslotte xe U \TU, ,, dan geldt:
{g(x)mf(x)tp = ‘g(x)[p = lhq(x)}p{hg(x)!p:sM . M%T <€,

2. Ben onmiddellijke conclusie 1s de volgende: zijn U en V wille-
keurige intervallen in QD met U>V, en is f de karakteristieke
functie van V, beperkt tot U, dan kan f op U uniform benaderd wor-

den door polynomen.

3. Tenslotte behandelen we het algemene geval., Aangezien K compact
is, is X begrensd; dus is KCUP, voor zekere r. Op grond van Lemma 1
kunnen we  continu voortzetten over geheel IJP; deze voortgezette
functie geven we gemakshalve weer aan met f.

Aangezien UP compact is, is £ uniform continu op Ur' Is &>0
gegeven, dan is er dus een s » r zodat w(f;V ~S(X))s e , voor alle
x ¢U,. Overdek U, door eindig veel verschillBnde intervallen V _5(%)

zeg door Vq,,,.yvn, Dan zijn Vq,...,vn onderling disjunct; dus?
als ¢, de karakteristieke functie van V, is (1« v ¢« n), dan geldt

voor alle x eUE: -
£0e) = 2 g (x)E(x,)] e e

ZiJ nu, voor 1< v ¢n, g, een polynoom dat voldoet aan

I¢V<X)~%V(X){ps e , voor xeU_;

het bestaan van g, is gegarandeerd door 2, Als dan
M:maxlilf(x)\p:xe.Ur§ , dan geldt voor alle x e U:

Iy

n
L o(x) - 2 f(x,)g, (x)] ¢ (Mm1)e ;
n v =7
en Z: f{xy)gy(x) is een polynoom, waardoor f wordt benaderd,
y=11

14, Het is mogelijk stelling 4 te generaliseren, analoog aan de
generalisatiec van de stelling van WEIERSTRASS door M,H. STONE.
Daartoe bewijzen we eerst enige hulpstellingen.

Lemm& 3, Stel X en Y zijn volledig onsamenhangende compacte Haus-
dorffruimten, en zij f een continue afbeelding van de productruimte
XxY in Qp, Dan zijn er, voor ledere £>0, een natuurlijk getal n,

n continue afbeeldingen qu“°"fn van X in Q en n continue afbeel-

p}
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dingen g,,...,g, van Y in QD, zodanig dat, voor alle (x,y)e X xY:
n
L £( Z: x)e, ()]«

Opmerking. Neemt van van X en Y alleen aan dat zij compacte Haus-
dorffruimten zijn, en leest men R 1i.p.v. Qp (waar R de verzameling
der recéle getallen is, met gewone mctriek), dan heeft men een stel-
ling uit de "gewone" analyse, bewezen door DIEUDONNE in 1937 (Sur
les fonctlons continues numériques définies dans un produit de deux
cspaces compacts, C.R.Acad.Sc.,205, p.593-595 (1937)).

Bewljs., Z1] Wyy, voor ecen willekeurig punt (x,y) van X xY, een om-
geving van dit punt zodanig dat cu(f;WXy)s £, Dan zijn er tegelijk

open en gesloten omgevingen ny van x en ny van y met nyx V y y°

natuurlijk is zeker w(f;nyx'VXy)s e,

Bij vastgehouden x kan de compacte ruimte Y overdekt worden
door eindig veel der omgevingen V y; er zijn dus eindig veel punten
yq(x)j,,,,yr(gg in Y zodat Y wordt overdekt door de V. _ (x). Zij

r(x)
U, = U (x).
X yQ1 LI

Daar X compact is, zijn er ook eindig veel punten xq,...ﬁxs in
X zodanig dat UX ”“"Ux de ruimte X overdekken., ZiJ Aq"’“’Al de

1partiti§ van X (vgl. het bewijs van lemma 1); en

corresponderende
zij B,‘,.”,Bm de partitie van Y, verkregen door uit te gaan van de
P(xq)o.,,ur(xs) verzamelingen V, ’ ( x.)" Dan zijn alle A, en B,

fegelijk open en gesloten, en er peldt voor 1« 2~ g1l en 146 m
w(fjAKKBM) £ &,

Voor 1« a ¢1 zij nu f, de karakteristicke functie van A, , en

X, een vast gekozen punt in AW ; evenzo zilj g, s VoOor 1s «<m, de

karakteristieke functie van B, , en y een vastegckozen punt in B
g LAl - AL
De functies f“ en g zijn allen continu; en voor willekeurige

(x,7)e X« Y geldt (als x GA“O en yea%AO):
[£(x,3)- 2 £0x,,3,)8, (x)g, (W] 5 =|2(6y)-1(x_ L3, )]

A A s /8
s A A i o Abo

w(f;A“5<§“o>$ £ .

P

Door volledige inductie is lemma 3 uit te breiden tot het geval

waar f gedefinieerd is op een eindig product X x.,oxXn van volledig

1
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onsamenhangende compacte Hausdorffruimten. Maar wij zullen moeten
werken met functies f, gedefinieerd op een willekeurig product
;gAXa

Het bewijs van onderstaande generalisatie van lemma 3 is zon-
der meer bruikbaar om de overeenkomstige generalisatie van de reéle
stelling van DIEUDONNE aan te tonen,

Lemma 4, Zij Xa s vVoor iedere ael, een volledig onsamenhangende

P

compacte Hausdorffruimte, en zij £ een continue afbeelding van de
productruimte X= T X in Qp, Dan zijn er, voor iedere voorgegeven

xehA
€ >0, eindig veel ”“me'A’ een natuurlijk getal n, en, voor

Oi,l,,.,

iedere o, , continue afbeeldingen fﬂ,ﬂﬂ,’°°“’fng%u van X%u in Qp,
zodanig dat, voor alle xeX,
n
f'(x) - f X P X <€
[ £0) - 2 Ty (5 ) oo (5 )

Bewijs. Iedere x e¢X heeft een omgeving Vx waarvoor <u(f V )s & 5 s
en waarbij VX de eigenschap heeft dat LN VX=X« , Voor blgna alle
®eh (wu is de projecterende afbeelding van X op Xm). Als product
van compacte ruimten is X weer compact (stelling van TYCHONOFF), en

dus zijn er eindig veel punten XseoesXg in X zodat VX ,,..,VX X
overdekken. 1 S

Stel o,,...,«  zijn de (eindig vele)xeA waarvoor T, V. %Xu 5

voor temminste één & ., Indien a#« seees%, 2z1j dan a, een vastge~
kozen punt in Xm . Als x eX, definieer dan X als volgt:

%, =Xy (Tsmsm); x =a, («£a,...,%, ). Ook X is een punt in X.

A
‘ Zij nu x een w1llckeur1g punt in X Dan is x eV' s, voor zekere
¢ ; maar dan is ook X eV_ , en dus |f£(x)-f(X) {ps (f vV, ). Er volgt

dat voor alle x ¢X: ¢ %

}f(x)»f(i)[p s

Nfen

Nu is f(i) een continue functie van de m veranderlijken Ry soeesX 5
het gestelde volgt dus door gebruik te maken van (de gcnergllsatle

tot eindige productruimten van) lemma 3.

§15. Wij kunnen nu DIEUDONNE's analogon van de stelling van STONE-
WEIERSTRASS bewijzen:
Stelling 5. Zij X een volledig onsamenhangende compacte Hausdorff-

ruimte, en zij {fa} neoh €60 stelsel op X continue functies met p-
adische waarden, met de volgende eigenschap: als %,y verschillende
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punten in X zijn, dan is er een «eA zodat ﬂx(x)¥fm(y)u

Dan is bij iledere op X continue functie f met waarden in Qp,
en voor willekeurige ¢ >0, een polynoom g in eindig vele der fm
te vinden, zodanlig dat, voor alle x¢X,

*f(x)“g(x)}ps ¢,

Bewijs. De beeldruilmten f X zijn allen compacte deelruimten van Qp.
Dus is ook hun product Y= JEA fux een volledig onsamenhangende com-
pacte Hausdorfrf-ruimte. De afbeelding ¢ van X in Y, gedefinieerd
door: ¢(x):(fu(x))5 is continu en 1-1-duidig; daar X compact is,
is ¢ dus een topologische afbeelding. Zij y de inverse afbeelding
van ¢X op X.

Ock de afbeelding h=fowy van »X in Qp is continu; op grond
van lemma 1 kan h dus worden voortgezet tot een continue afbeelding
h wvan geheel Y in Qp. Volgens lemma 4 zijn er, bij voorgegeven
£>0, eindig veel «1,,0,,«mﬁ,A, een natuurlijk getal n, en, voor
ledere «, , n continue afbeeldingen - van fm X in Qp, zodanig

dat, voor alle yeY, T “

| B(y)-72_ o (Ve ) o, (7 Jeviire (v )) & % .

T Va®o T o Bty "%

De ruimten fu X zijn allen compact; op grond van stelling U4
kan dus iedere ?, in fa X uniform benaderd worden door poly-

nomen, Er is dus eeﬁ'polynéém p(y(X seees ¥, ) zodanig dat, voor alle
yevY, 1 m
[B(y) - p(y. »...,y )l <e&.
NI
Nemen we i.h.b. y= ¢(x), dan is h(y)=h(y)=f(w (¢(x))) = £(x), en
v, = (o(x)) = £y (x); dus geldt, voor alle x eX,
Al O(A(_ A
[20)-0(r, (0,008, ()] e,

Definieer nu: g(x)=p(f, (x),...,f (%)), en het bewijs is voltooid,

1 %m

Tenslotte zi1j opgemerkt dat de analogie met de stelling van
STONE-WEIERSTRASS nog vergroot kan worden. Het is nl. geoorloofd
in stelling 5 de hypothese dat X volledig onsamenhangend is weg te
laten. Om dit aan te tonen hebben we nog één resultaat uit de al-
gemene topologie nodig:
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Lemma 5. Zij X een compacte Hausdorff-ruimte, en zij R(x,y) de
acquivalentierclatic: "x en y hehoren tot dezelfde maximale samen-
hangende component van X", Dan is X/R (de ruimte, verkregen ult X
door aequivalente punten te identificeren) een volledig onsamen-
hangende compacte Hausdorff-ruimte.

Voor het bewijs zij verwezen naar N, BOURBAKI, Topologie
Générale IT, 2% druk, § 4, Proposition 4,

Met behulp van lemma 5 kunnen we nu gemakkelljk aantonens:
Stelling 6, Zij X een compacte Hausdorff-ruimte, en zij {fm}cxeA

een stelsel op X continue functies, met p-adische waarden, zodanig
dat er, voor ieder puntenpaar %,y eX met x£y, een aeh is met
fm(x)¥fm(y), Voor iedere op X continue p-adische functie [, en voor
iedere £>0, is er dan een polynoom g in eindig vele der fa s zoda-
nig dat, voor alle x eX, {f(x)“g(x}{ps £ .
Bewijs. Zij C een samenhangende component van X, en f een op X con-
tinue p-adische functie. Dan is f(C) een samenhangende verzameling
in Qp; omdat Qp volledig onsamenhangend is, bestaat £(C) uit slechts
1 punt. M.a.w, £ is op ledere component van X constant, en dus 1is
er cen op X/R continue p-adische functie ¢ zodat f=¢o'x, waar ¥
de natuurlijke afbeelding X —X/R is.

Evenzo is er, voor iedere x eA, een op X/R continue p-adische
functie Py zodanig dat f“= Yy 0™ . Aangezien de rulmte X/R en het

stelsel functies{qa} voldoen aan de hypotheses van stelling 5,

el

zijn er eindig veel Cpsoeesth e« A, en een polynoom p(zq,..@,z in

" )

m variabelen, zodanig dat
¢ (0l (s (e
voor alle y ¢ X/R, Dan geldt ook, voor alle x ¢ X,
]f(x)-p(fmq(x),...,fupl(X»]ps ¢,

waarmee de stelling volledig is bewezen.
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Colloquium "P-adische getallen"
Voordracht op 6 mei 1960
door

M.A, Maurice
§16. "Continue en differenti&erbare functies"
Literatuur: K. Mahler, An interpolation series for continuous
PRURSRIREEDRE A e
' functions of a P-adic variable,

Journal flr die reine und angewandte

Mathematik 1958 (199), 23 t/m 34).

16,1 @ _: lichaam van alle p-adische getallen..

N:i%{/erp,ixlp$1§.

-We beschouwen functies f(x)EEQp voor xéiND.
verzameling van alle nlet-negatieve geheei—rationale

" petallen (NCN_).

T O

=4

p
Stelling: N ligt overal dicht in Np,
Bewijs: zie ¢8.
' n
16.2 713 a = > (-DEM)r(n-k) (n=0,1,2,...)
——— n K=0 k
So
» X
£ (x) = a (Z) .
o n'n

Stelling: £ (m) = £(m), indien meEN,
Beuijs: volgt, na een korte herleiding, uit de definities.

[ ]
16.3 Stelling: £ (x) = > a (*) convergeert voor alle x€N_,
dan en slechts dan als lim a, = 0.
n-»eco
Bewiljs: po
5 . <
a. £*(-1) =/ (—’l)nan converreert dan en slechts dan als
n=0
lim a_ = O,
n-sco O

i
S

b. Zij lim a
— n
11~ OO0

“ Bij xg;ND is een y €N te vinden, zodanig dat
X et
RT| <




ook is dan 1(n¥k)1 £ (k = 0,1,2,...,0)
p

Hieruit leidt men gemakkelijk af, dat dan

\(Xéy)} <1 (k=0,1,2,...,0).
D

Op grond van de relatie

n
X\ _ X-yy( ¥
() %( I I
is dan bovendien
(%) <1 (xen, yen) (1)
n p
p
Dus: tan(i)‘ {,,‘ani ~» 0, als n-so ,

Dat betekent, dat £*(x) convergeert (zelfs uniform),

Gevolg: £*(x) is continu.
Stelling: Zij £(x) continu op Np, Indien lim a = O, dan is
Cf*(x) = £(x) voor xesz, fmee

Bewijs: volgt uit de stellingen van 16.1 en 16 .2,

16 .4 Stelling: Zij £(x) continu op H_, dan is

lim a_ = O,
n~»co
en dus o
S X
f(x) =2_ a (), als x eN_,
n'n D
n=0 :
Bewil js:

a. ND is compact, ©(x) is dus begrensd en uniform continu
ob Np° Zonder beperking der algemeenhe1ld kunnen we dus
aannemen, dat

}f(x){ <1 voor xeN
b
Voorts bestaat bij elk geheel rationaal getal s3>0 een

b

It

geheel rationasl t t(s) >0, zodanig, dat

] ‘f(X) - f(y)\ <p %, indien x5 €Ny, IX~yipssp~u
P
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. Neem aan, dat x,y €N,

Bij elke x €N bestaat precies één g(x) €N, met

|eta) - el <o 0<g(x) <p°-1.

g(x) is periodiek op N:

g(x) = gly), indien x,yeN, x =7 (mod pt)°

. Z1j:

by = o (N (Ralnk) (0= 0,12,
K=

Kennelijk is:

‘an - bnlpsg) (n = 0,1,2,...)

k3 n a4 2 3 L3 ‘ t K3
. Zij nu w één of andere primitieve p -eenhe idswortel.

Dan is:

" p of, indien m =0 (mod p?)

=0 0, indien m z O (mod pt)
‘ - - T
A =D tZ e T g(n) (m= 031ﬁ2:°-°9p ’1)9

g(n) = Z A o™ (1’1 = 031523»-wpt—")3
v

met periode pcg dus ge
alle neN,
Voorts 1s dan:

b, = > )rgu@—ﬂfl voor n&N
=0

Zij P het lichaam der rationale getallen en zij K = P(w).
Laat verder R de ring van alle gehele algebraische getallen
in K zijn. .
Dan is

1;)1—’((,\::-1)—1’1 b &R voor nelN . (1)

En bovendien geldt
-1
)Q (p-1)

rmmmin {221 nriemidanal i18.

lpl = (e0-1

5
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Zij nu
Ng = [np'(t'q)(p—ﬂ)“13

Dan volgt uit (1)
t-N
p 0 brlé R;
£-N
maar dan zijn de rationale getallen p Obn geheel -
algebraische getallen; het zijn dus gehele rationale
getallen,

t-N
Dus: Ibn! £Pp

0

Hieruit leidt men geﬁakkelijk af, dat

‘bn} <p " , indien n » zekere ny(s)
p

g. Tenslotte is dus
-
xankps;max(\an-bnips\bnko) <o, indien nyny(s),
dw.z. )
1im a_ = O,
Moo I

16.5 Stelling: Zij f(x) continu op Np. Indien nu x,y €N, dan

" convergeren alle reeksen

an(y) = zz: an+k(i) (n = Oﬁqsgsono)
k=0
en bovendien is
o0
lim a_(y) = 0, £(xty) = 2 a,(y) (%)
T~ 00 n=0

Bewijs: Dat an(y) convergeert, volgt uit lim a4y = 0, daar
. 1 —>»eo

}(i)!p:sﬂ, Bovendien is gan(y)} een nulrij, want

a_(y)] .« max a, ~0 als n-sco .
1 n Jp k=o,1g2,,.} n+k§p
(] %
De relatie f(x+y) = gio an(y)(n)g tenslotte, volgt,

na enige herleiding uit de definitie van an(y)w

16 .6 Het, in het artikel van Prof. lahler, weergegeven bewijs van
de volgende Tauberstelling is niet correct. Of de stelling
zelf juist is, is (nog) niet bekend.
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Stelling: Zij {an} een nulrij. Indien nu de p-adische limiet
' X

A= 1m S B )

fx}p“bo n=1 ©° 0
over alle elementen x # O van N bestaat, dan is

a
, n

lim o = 0
n-%00

Het bewijs zou als volgt verlopen:
1) Neem aan, dat A bestaat, maar dat

. an
lim sup‘?r{ = 0o,
n-—» oo p

en,, an’
Dan is er een deelrij {~H—} van de rij S?r}, zodanig dat

an r
. r

o |22

T OO

n
r

&

Zonder beperking van de algemeenheid kunnen we aannemen, dat

a
3 | n,
I?;—; < L?{"‘ Voor n = 1,2,,,,,nr—1 (r = 1,2,3,...)
< rp
Uit a n,-1
n a
N=in {E S 2O
r->o00 r n="1
a
volgt dan ‘ n,
IAlp = 1inE] =

S o)

in tegenspraak met het gegeven,

a
2) Neem aan, dat A bestaat, en dat {??} een begrensde rij, maar

geen nulrij is. Zonder beperking van de algemeenheid kunnen

we dan aannemen, dat

a
20| <) \Eﬂip@ (n=1,2,...)
| a, (1)
13 = =1 :
;TéiiP l o ‘p

&

Voorts bestaat er een positiel getal s, zodanig dat

X

a

n (x-1 1 -8 >
r%:q = (n—’l) _A\pg 5 voor x €N, O<lx‘p <p (2)
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en deze ongelijkheid blijft gelden, als s wordt vergroot.

Stel: X = ps(§+1) , &enx
Verder zou nu uit
2n
1im—ﬁ-= 0
n —»co

pS/n

volgen (door eventueel s te vergroten), dat men zonder
beperking der algemeenheid kan aannemen, dat

ﬁ§\<i voor p°/n, nzp° (3)

np\p O P 7, 2 D

Dit is echter onjuist, zoals men gemakkelijk inziet.
(Andere mogelijkheden, om aan (3) te voldoen - zoals het
veranderen van een eindig aantal termen van de rlj {an} -
schijnen voorshands ook niet tot het beoogde doel te leiden.)

Indien aan (3) wel voldaan kon worden, verliep het bewi]js
verder als volgt:
Uit (2) en (3) volgt:

S .
p~ -1 X
a a
Z‘ n x-1 E n/x=-"1y . g - ~5(2
0 (hoq) — 'Er(n_q)w«‘(\g voor x = p"(§+1),5€ N (4)
pS/n P

Zij nu:

2 2 r
G = g0 + g4P + 85D R grpr, H= ho + hqp + th +,¢B+hrp .

(0gg,hy cp-15 1= 0,1,2,...,7)

Dan is:

28 g 28
(%) = <hg><h3>,.,<h§> (mod p) .

Toepassing van deze congruentie leidt tot het resultaat
VOOTr N £ ps—’l H

& = (0 (moa )
voor n >p-,p°/n (zodat dan n = pP(v+1), VEN):

&

<y =(5)  (moa p)
Derhalve is:

p -1, 1 Ei11 a
o BED =2 X2+ pkx)
n=" =1
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X a ; 4 .
en: > 2T = 2, (5) + s(x),
: nzp v=0
"5
p”/n
waarins 1) X(n) = (_1)h(n) alleen van n afhangt, en niet van
, a
2) oy = -2 vyoor n = pZ (v+1)
1 1
3) {/J(A)\ps-_g, o (x)) <5

p
Uit (4) leidt men dan gemakkelijk af:

£ v
;;%mv(z) = p+T(8), (5)

waarin:

p~ -1
g A2 X (n)=2
2) k@), <3 - | (6)

Substitueert men in (5) achtereenvolgens £= 0,1,2,3,...;
dan verkrijpgt men een stelsel van oneindiZ veel vergelijkinge

in NO’O%’N seaa
Op grond van (6) kan men daaruit concluderen
le| <3 als v=1,2,3,4 . (7)
VO ) p

Echter: Uit (1) en (3) volgt, dat er oneindig vele indices n

zijn, waarvoor

a
] I
D/Tl en }—ﬁ—} =1,
P
en dus zijn er oneindiy vele indices V, waarvoor
‘dv! =1
p

in strijd met (7).

In ieder geval is dus wel juist de volgende, veel zwakkere,
p.v, stelling 16.6 ).

D

"Stelling": 21ij {an} een nulrij. Indien nu de p-adische limie

bewering (i

.r
£x

a_ ..
A= lim E 7? (g 1)

,Xf§¢0 n="1

over alle elementen x#0 van N bestaat, dan is
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a

. n
1im 5 = 0,
n-»00

mits bovendien aan de volgende conditie is voldaan:

($)

{;Bij ijedere keuzevan het getal A bestaat een s >4,
a
. zodanig dat ‘-ﬁ}

8| <1 voor p n, nyp®

b

a
16.7 Stelling: Zij {??% een p-adische nulrij. Dan bestaat de limle

N

A= lim > 28]

X+ 0 n=0

over alle x&€N, en bovendien 1is
a
M=o (-t R

n="1

Bewijs: Bij elke s >0 bestaat een M = M(s), zodanig dat
' a

n -8

en dus o

> (—’l)n'ﬂiﬂQ < p en\ Z an(n 4)‘ (1)

n=M+"1 p n=M+"1

Voorts volgt uit de continuiteit van een eindige som van
polynomen het bestaan van eén t = t(s) >0, zodanig dat
M

a
EZ: *Q i_ Zi:(—ﬂ)n"q —Q\ <p ® als \x\ps;p—t (2)

=1 0 n="1 n p

t (1) en (2) volgt hetgeen te bewijzen was.

2

16 .8 Stelling: Zij f(x) = E an(ﬁ) continu op Np, en zij
- n=0
a (y) =2__ a_ . (7).
n e ntk 'k
1. Indien nu a_(y)
1im —= = 0
N 0 ?

£1

dan bestaat f'(y) en bovendien is

& Lo
4 a,(¥)
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2. Indien f'(y) bestaat en de rij {én(y)% voldoet aan de

voorwaarde (@), dan is lim

an‘y> - 0
n

e

Bewijs: Dit volgt onmiddellijk uit de voorgaande stellingen,

" op grond van de relatie

Opmerking:

o0
fx+y)-f(x) _ an(y) x -1
X _'%;; n (n—1) °
Indien aan de voorwaarde (@) reeds op grond van de
" overige gegevens zou zijn voldaan, gold de veel

fraalere stelling
a, (v)
n

1
= O o

"pestaan '{y)e> lim
N—% 00
o

e e g N X . .
16@Q_Ste111ngi Zij £(x) = 2 an(n} continu op Np, Indien nu de

Bewiljs:

n=0
afgeleide £'(x) bestaat en continu is voor alle
x&N_, en bovendien voldoet de rij {an(y)} aan de
voorwaarde (%) (voor alle y €N), dan geldt

2 a
1) de reeksen a/ = 21‘(~1)k'1 —%gg zijn convergent
=1 (n=0,1,2,...)
2) gaé} is een nulrij

3) fr{x) =

[

s
an(n) voor x €Ny

]
(@)

n

Zij y&N. Dan is op grond van de voripge stelling

a, (v)
g kk —% (voor alle y&€N)

een nulrij. Hieruit volgt, dat ook de rijen

(o]

a,

k+n

{T? (1’1—’:0,/],2,,“,)
) k="

nulrijen zijn.

Derhalve zijn de reeksen aﬁ convergent, en bovendien

- Z aljl(:;’l) voor y& N (1)
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Voorts is f'(x) continu voor alle xéENp, zodat volgens
stelling 16.4 £'(x) in een convergente reeks

£ =2 b)) (xeN) (2)
n=0

is te ontwikkelen,
Uit (1) en (2) volgt:

N

= 1
Dn an ’
zodat
©o
c ) = (X
() %=6 an(n) voor xEENp

Op grond van stelling 16.4 is tenslotte {aﬁ} een nulrij.



Colloguium "P-adische getallen"

Voordrachten op 20 mei en 3 juni 1960
door

H. de Vries en H, Jager

n-adische waardering van algebraische getallenlichamen

Litteratuur: E, Hecke, Vorlesungen iliber die Theorie der alge-

brafschen Zahlen. :
B.L. van der Waerden, Moderne Algebra.

%17, Factorontbindirz van idealen

Notaties: G: de ring der gehele getallen
Q: het lichaam der rationale getallen
K: een eindige lichaamsuitbreiding van Q

S: de ring der gehele algebraische getallen in K.
) : )
Hulpstelling 1. Als a <K dan is a = —2—-« met a'e S, geG,

Gevolg: K is een quotié&ntenlichaam van S.

Gebruik zal worden gemaakt van:

Stelling A. X kan worden verkregen door adjunctie van één
enkel element ¥ aan Q: K = Q(¥).

Zij n de graad ven vV L.0.V. Q.

Stelling 1. De additieve groep van S heeft een eindig lineair
onafhankelijk stelsel voortbrengenden @en basis).

Bewijs: 7Zij K=Q(2); den kunnen we veronderstellen dat v €3S
(hulpstelling 1).
Stel s &8, dan kan men s schrijven als

n-1 S
s=7 T, U (r, e Q).

v =0 ’
Laat V= vq, ”é’*°°2}n de geconjugeerden van ¥ zijn 1n een
uitbreiding van K; dan definié&ren we

i~ '
1) S = 7—_ r 2}’/ 3 :/‘ 2 e o ells
( P Y p=1,2,

De s zijn geheel algebrafisch, maar niet nordzakelijk in K.

v
Als nu A= det(V, ), o 4, n-1?

p=",0000

dan is



...59..

A = “TI (v, - é&) £ 0  (Vandermonde).
14 A< ugn
Uit dit laatste zien we onmiddellijk dat A.E een geheel rationale,
symmetrische functie met co&ffici&nten uit G in de E? is. Daar de
elementair symmetrische functies in de y? geheel rationale getal-
len zign volgt met de hoofdstelling van de symmetrische functies
dat &

Uit (1) verkrijgen we:

een geheel rationaal getal is.

n . )
Ar =, t s p=0,...n=1, ¢ geheel algebr.
R ’ Tovr
5 n
of A’r = AT S .
v j):’i Vf .F

We zien nu onmiddellijk dat het rechterlid geheel algebraisch en
het linkerlid rationaal is. Dus: Agry e G,

We schrijven nu (1) als
v

S ;=£% AE% E%, p=1,2,.00n0;
i.h.b. S = n:j A?ru ~%; .
» =0 A
Dus is S een ondergroep van de vrije abelse groep, voortgebracht
door de basis {'i%;}'n~z; dan is ook S een vrije abelse groep met
‘ A V=

eindige basis. Uit hulpstelling 1 volgt dat zo'n basis uit n ele-
menten moet bestaan. Hierbij is gebruik gemaakt van de volgende:

Stelling B. Een ondergroep van een vrije abelse groep met ein-

dige basis, is een vrije abelse groep met een eindige
basis.

Met behulp van deze stelling bewijzen we nu gemakkeliJjk:

Stelling 2, Zij V een vrije abelse groep.

Dan geldt: |

In V breekt iedere opstijgende rij van ondergroepen
af <&=» V heeft een eindige basis.
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Bewijs ==> : Stel V heeft geen eindige basis. Zij dan
{aﬂ,ag,..,} een oneindlig stelsel lin.onafh. ele-
menten van V en Vn de groep, voortgebracht door
{aﬂ,ag,,.oan} . Dan breekt de rij { Vq,Vz,,,q,.}
niet af.

«= Stel {H19H2’°°°} een opstijgende rij ondergroepen van V en
®
H = quE&L. Dan heeft H een eindige basis, -{b4,.,,bn}
o= :

(stelling B).

Elke b, 1ligt in een HAL . Br is dus een m met bye Hm’ V=1, 400ls

Dan moet echter H:Hm= > M.

o .
Uit stelling 1 en stelling 2 volgt onmiddellijk:

Stelling 3. Elke opstijgende rij van idealen in S breekt af.

Definitie. Een ideaal p van een commutatieve ring R heet een
priemideaal indien:; abep = ack of bep (a,beR),
ofwel als Réé een integriteitsgebied is. .

Een ideaal m van een commutatieve ring R heet
maximaal, als m #R en: w2 c n ¢ R=> m=n of = =R,
waarbij ook = een ideaal van R is, ofwel als Rén een
lichaam is, als R ook een eenheidselement bevat.

Stelling 4, In S is ieder echt priemideaal dat niet het nul-
ideaal is, maximaal.
Bewijs. Stel 2 een echt priemideaal van S, » #(0). Neem O#teyz ;

dan voldoet t aan een betrekking

h S h=A h-2 .
£ o+ aqt + a2t Fooe + 8 = 0, aie G,

h

met a, #0. Dan a_ :(t)c ¢ dus
a, € 2aG,
Nu is B n G#£(0) een echt priemideaal van G dus een maximaal
ideaal van G. '
Stel ¢ een ideaal van S metrpcwxecS, p#a ., Neem uew\e
Omdat u een geheel algebrafsch getal is, is er i.h.b. een con-
grufntie van laagste graad ‘

K, k-1 '
U +b,u ooty =0 (mod & ), b, eG.

Uit het feit dat g2 een priemideaal is volgt dat bkaeo (mod 2 ).
Nu is bke(u, B)c o, dus b € o n G, b e rnG, dus oa G=G. -
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Iwhubo /‘ 6 w dU.S UL= Sa qoegdq
Definitie., Het product van twee idealen ¢x en b van een commu-
tatieve ring R is gedefinieerd als

iz;avby}ayerfz, byeE}.
Het product e« b van ¢z en § is weer een ideaal; pro-

ductvorming is associatiefl,

Stelling 5. Bij ieder.ideaal o #£(0) van S zijn er priemidealen,
73/‘9 72230&0 F,rg pf%(O), die% Omvatten, met

P4 pg... Pr C oo,

Bewijs: Stel « niet priem (anders triviaal). Er zijn dus elemen-
ten b,c €S met bceww, b v, cd x . Is de stelling nu
waar voor b =(@,b) en==(o,c), dan is de stelling ook
waar voor ¢ . Geldt de stelling dus niet voor « , dan is
er een.groter ideaal waarvoor hij ook niet geldt (n.l. b
of £ ). In dat geval is er een niet afbrekende, opstijgen=-
de rij van idealen (waarvoor de stelling niet geldt), in
tegenspraak met stelling 3.

Hulpstelling 2. Als & en b idealen zijn van een commutatieve ring

R en @ een priemideaal van R dan:

abcp=acpgof bcyp -
Bewijs: Stel noch wecy noch % ¢ 3 . Neem dan aea\p en beb\p;
nu is abecch:g, dus aspg of ber . Tegenspraak,

Definitie. Als A en B twee deelverzamelingen van K zijn dan defi-
ni&ren we het product AB van A en B als volgt:

AB ={ ) ab,|ach, b eB} .

Deze vermenigvuldiging is associatief.
Als A uit slechts één enkel element a bestaat dan schrijven
we ook aB i,p.v. AB.

Definitie. ZiJ 2 een priemideaal (#(0)) van S. Dan definiéren we:
g“‘q{aeK}apc S}o
Hulpstelling 3. Als 2 een priemideaal van S is (g #(0)) dan is
2 = 8.
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Bewijs: Als p=S dan ;v,"/]=S en ;9,1;-4:5

Stel nu ;@;éS,, Neem ceyp , c#0. Volgens stelling 5 zijn
er nu priemidealen X % (p=15...1r) met BgPoee- Qrc(c).
Stel r minimaal. Daar ook 4 Ppese B,e R 1S er een %P
met £ ¢ R volgens hulpstelling 2 waarbij we mogen veron=-
derstellen dat p =1, Nu is 4= daar p, maximeal is
(stelling 4). Daar r minimeal was, is 2, 123,.., 2., &(c);
neem bez, p Bgeo \(c) Dan zbc(c), en —6}&"4

—-gi.S (daar b ¢(c))

Nu is 2 7?2'"/1 een ideaal van S, en daar 1¢ ;@,'/‘,

.pc; './‘c: S. I.h.b. co %:bc—:;e,u"/‘; maar b ¢ 2 dus
m~;2 = S, daarvvg maximaal.

Stelling 6. Elk ideaal « #(0) van S is een product van priemidea-
len van S.
Bewijs: Stel FEq° RPpees B, %j’ priem, 7‘@{) 2 ¢ , r minimaal

(stelling 5).

We gebruiken nu inductie naar r.
Als r=1 dan =2, of a=S.
Stel nu r >1,

Nu geldt: ;qugo..plcacc TJ,‘
-1 -1
dU.S 7‘}2,1 -;g,/‘ggcooyrc .Z’:',q OCC;Q’] 7@, k]
‘ -1
en %2723“.721,,(: 2q & < S.
M.b.v. de inductie- onderstelllng kunnen we nu het ideaal 2, 40(,
schrijven als: 7‘2,‘ =7u,1422 ’ %s’ gg,ﬁ‘ priem.
Hlerult volgt @ =p ., 719’! Poeeo g - d.e.d.
Stelling 7, Als ¢« en % idealen van S zijn en ¢c b, « =24 Bpeee By
t 1 . .
b —ﬂq #2“. Tﬁs 5 .";af s ;ﬂ‘e priem, dan komt iedere

_}a ,—AS minstens even vaak voor in de productvoorstel-
llng van ¢ als in die van B

Bewijs: Stel S;é;o,,l ; daar PqgPores Pp =% cb c.qz," s 18 er een

1
-}QP =2, (hulpstelling 2, stelling 4); stel p=1. We gebrui-
ken inductie naar s. Voor s=1 is hier de stelling bewezen,
Stel s »>1,
-1 ,
Dan Jﬁ»/‘ H = :)7?"2"“‘ :E;ln (=S alS l":/‘)’

» - ' 1
7‘1 E 3{;2“0}@

o
2
s

i
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gebruik nu de inductie-veronderstelling.,

Hieruit volgt nu onmiddelli jk:

Stelling 8 (Fundamentaalstelling).
De voorstelling van een ideaal @ #£(0) van S als product
van priemidealen, is éénduidig, afgezien van de volg-

orde en factoren S.

stelling 9. Zijn « en b idealen van S, beide # (0), @e¢b, dan is
er een ideaal + van S, met =% ..z,

Stelling 10, Zijn « en b twee idealen van 3, beide # (0), met
productvoorstellingen

Q‘L:;}a/}]”g’zooe;gk °O7/‘072°°'*671
E ::1"’:"/1 :;?’2°°°’??‘k‘ °/;¢J1M2°°°/me 5

met ¢4 7é/w~J. den geldt:

(01’,51:’!) =3'3/11n2'°°173k v

¢18. Invoering van £ -adische getallen.
Stelling 1, Is 2 een priemideaal van S, z #3, dan is

7
juled
0, 2™ = (0).

n="1

Bewijs: Neem ae S, a/0,

,.12_ - k(v) 74
(a) T_“VI:‘V/‘ oy ) ‘}21 il *4 74;@3 voor l Joe
(evt. is k(1)=0 terwijl we 3° = S stellen).
e '
Dan is (&) ¢ ;o,l‘\ﬂ"m en dus ag’;@km)ﬁa

Stelling 2., Zij « #(0) een ideaal van S. Dan is de restklassen-
ring S/% eindig.

Bewijs. Neem a ¢ e , a#0. Zij 8=845855 0008y de algebraisch gecon-
Jugeerden van a (in een uitbreiding van K). Dan is
c=a1a2°.oake G en s=a2,a5.ocake,K; ook s ¢S daar s geheel

. algebraisch is, Dus c=as ¢ o ,
Nu geldt: beS = be e o .
In de eindig voortgebrachte additieve. groep SA% heeft
dus elk element een. eindige orde, n.l. een deler van e
Sé% is dan eindig.
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Stelling 3. Ieder priemideaal 3 #£0, #3 van S bevat juist één

priemgetal p.
Bewljs. Volgens stelling 2 bevat 3 een natuurlijk getal; dan be=-
vat 2 ook minstens een priemfactor ervan. Aan de andere

¥

kant kan 2 niet twee priemgetallen bevatten, daar anders

ook 1ex dus »=S,
Definiftie. Stel 2 een priemideaal #(0), #S van S, p het priem-
getal ez , p e:ge, e maximaal.
Nu definiéren we de 2 -adische waardering van een

element a ¢ S, af0 als volgt:

s
als ae

n , 8 maximaal, dan

- 8
}a,}'_‘E =p °© en
lo| = o.
Nu geldt: 1) }ai% =o<=:;a=o;
2) Jabl, =lal Ib),,
3) (a+b{% 2 max(}a]'32 ,tb)% )

We breiden nu deze waardering van S op de volgende wijze uit tot
het quotié&ntenlichaam K van S:
Als a &S, beS, A0 dan defini8ren we

)12l

2 D)

!é
b
De eigenschappen 1) t/m 3) gelden nu ook in K.

Definitie. Door op de bekende manier aequivalentieklassen van

fundamentaalrijen van X te beschouwen verkrijgen we

het volledig omhulsel K% van K, de 2 -adische ge-
tallen,

K? is een lichaam waarvan de elementen met
? -adische waardering s 1 een deelring I$ vormen,
de ring der gehele z-adische getallen van Kg,“

Stelling 4, I, 1s compact.

2
Bewijs., I, is de afsluiting van I = X n I,- L
T
We gaan nu aantonen dat I totaal begrensd is d.w.Z. voor
iedere ¢ >0 zijn er elementen aq,az,,.,an ¢ I met de eigenschap:

Voor alle be I is er een i met ]b—aii < £,

2
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Neem een nat.get..h zé, dat p < &,
Zij aq,a2,,.°an een volledig stelsel representanten van de

eindige restklassenring S/, h(a.eSc 1),
b C

1 : 1 '
Stel b, ¢S, b,&eS, =— eI dus — ! s 1.
155 P25 By 'sPa 1y
zij |1 }_ =p °, |p =p %, s': s,
Nu is ﬁbg, $S+h) =ﬁpsg dus is er een c ¢S met bq—bzcezgs+h, daar
s' S
bqe% )
i b1 . 4 j
Nu hebben we } 5=~ ¢ = 5 bq—bgo' <
2 2 [2‘% ke
5 ".sth T h. -
<p®.p ® =p .,
Nu is er een ay met c~aiengh dus
- e
lc aiip E) .
Tenslotte: h
b, b,1 -3
5" 8y $ maxy |z - e s lc-a.l s p < &,
2 » 2 2 %
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Colloguium "P-adische getallen”

Voordracht op 21 oktober 1960

door

H, de Vries

Machtreeksen in het lichaam der 2 -adische getallen

ad

Literatuur: J. de Groot, Bemerkung iber dle analytische Fortsstzung

in bewerteten Kdrper, Indag. Math. 4 (1942),
120122,

. Loonstra, Analytische Untersuchungen Uber bewertete
Korper,
K. Mahler, Eine arithmetische Eigenschaft der Taylor-

koeffizienten rationaler Funktionen, Proc,
Kon. Ak, van Wet. 38 (1935), 50-60.

Erratum blz, b2, Het bewijs van §17, hulpstelling 3 is incorrect.

Lemma,

Bewijs.,

We bewijzen eerst nog het volgende:

Als beK, O£a &S en ap” geheel algebraisch voor alle natuur-
lijke n, dan is ook b geheel algebraisch.

213 Hn de additieve ondergroep van S voortgebracht door de

elementen a,ab,...,ab" (n=1,2,...). Dan geldt: H C Hn+1(n=1ﬁ2
Volgens §17 stelling 1 en stelling 2 is er een natuurlijk

y met: = n+1 ; i -
getal n met: Hn+1“Hn° Dan ab & Hh) er zijn dus gehele ra
tionale getallen kj met:

n+l D i n+1 N o4
ab =7 i o kgab® , ofwel BT - Zf:izo kbt

Hierulit volgt, dat b geheel alzebraisch is.

De laatste drie regels van het bewljs van hulpstelling 3
dienen nu vervangen te worden door:

Uit het eerste deel van het bewijs blijkt, dat %?“1 een
niet geheel algebraisch element bevat, nl. g-, Nu is %%Q“q ee
ideaal van 3, en daar 1 é’;;Q"q, gCcpp "1« 5. ware nu 2=x

-1 . . -
dan zou ook EZ =2 voor alle natuurlijke n, en dus

i.h.b. ab" geheel algebraisch zijn voor alle a & 2, be’,:}z"q
en alle natuurlijke getallen n. Volgens het lemma zouden dan
ook alle elementen van 2 =1 geheel algebraisch zijn, wat nie
het geval is, Ult de maximaliteit van Z volgt nu: %?p"q =3

g.e.d.
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§49° Ontwikkeling in machtreeksen,

In deze pavagraaf zal ja| , voor aeg K. , steeds de 2 -adische
il
waardering | ai van a aanduiden.
Uit het nlet archimedisch zijn van de waardering in K¥> volgt op

-

precies dezelfde wijze algoln § 5a d):

Stelling 1. De reeks zz:n o Yps met u e K, (n=0,1,2,...) conver-
geert dan en slechts dan als u —s 0, d.W.Z, }un\ —> 0.

Uit stelling 1 volgt nu g@makveljgk dat iledere macht-
reeks z: a (xmx )n in K. een eenduldig bepaalde con-
n=0 0 2

vergent3a°traal f heeft met de eigenschappen:
de reeks convergeert voor alle x & K" met

0
1°, .

7-.'

EX"Xolé.f ; en divergeert voor alle x ¢K met lxmxoﬁ>;>;

-

2%, I is een gehele macht van pe, O of .
‘ ] <« 00
Stelling 2., In Kﬂ geldt: als él-n=o w convergeert, dan:
00 ]
u Ig max u,t
I Z:nzO " 0=0,1,2,... D
Bewijs: In ieder geval bestaat max | u_| , daar Ju_|—> 0.
2EldP e n n
n=0,1,2,...
Nu geldt:
N
1 S un‘ 5 max lun‘ & max | un} s
"n=0 N=0,1,2,...,N n=0,1;2,...
N 0
en dear lim ; > u l :}2; PSR! ) ook:
N = o n=0 "n n=0 "n
u £ max u , g.e.d.
i E:n—_—o n ln:031325°,, } ni

Stelling 3. Als in K f(x)= z:a) a_(x-x )", met convergentie-
208 2 T T 4en=0 “n*"" "o’ 7’ &

straal f'> 0, dan is f differentieerbaar op ‘X“Xo;$ [

terwijl £'(x) = Lﬂgoq na (xwxo)n“/l voor }X»Xo}$,f
Bewijs: Stel } 3 f . In de eerste plaats convergeert
T 0o n- Yo -1 n-"]
Z:nzq ( ) }nan(X«xO I\ }a (x-x,) i —s 0,

Stel nu ¢ cen positief re€el getal met: }waolstzs p e

Als nu 5>Osh€-KbsO<]hi$Cy}ht$ a,n_2,
- max }a \
n=2,3,..."
dan geldt:
f(X+h)“f(i) -0 o n-ﬂ}
& } h - Z-n:/‘ ﬂan(X~AO)
5 -1
= }2;n:1 = ((x-x #h) = (x-x ) ") -na_(x-x) )’
a




S

‘ n 3
= l anh Zk: 2(2)(X“X0)ﬂ-khk-2 i
n-2 _ .

< }h‘ ianic s g .

Hieruit volgt het gestelde.

Gevolg. f is one L% { differentieerbaar op |x-x_[sp,
en a_ = g (n=0,1,2,...).
Opmerking. Het ken voorkomen, dat de convergentiestraal van de

reeks van de afgeleide groter is dan §
Bijv.: neem an=1 als n:pl (r=0,432,,,,), en an=O ancers.
00 N
R~ a
nverge : x| =
Dan convergeert /2 o 8,X% niet als i i ﬂgj@aar wel
als )x[ < 1. Dagr nu p een gehele macht van p® moet

zijo, is p = p ®. De reeks van de afgeleide heeft echter

-1
o) € tot convergentiestraal.
Res

Stelling 4, Als in K% f(x) = Z; an( ) , met convergentie-

straal >0, en }X -X }s [ dan is:

(%) f(x) = ‘Z:OO w£~ziﬁﬂl-(x_x )? voor | x-x, |

n=0 o 1 AN

Gevolg, Daar de gebieden (x_xoliﬂp en lxwqus‘f samenvallen,

hebben we ook: de convergentiegebieden van beide macht -
recksen vallen samen, en analytische voortzetting 1s in

Kr niet mogelijgk.

fid

Bewijs: Stel ’X"Xotﬁ.P , en ¢ een »nositief re&el getal met
f 2 ¢ » max {]xquosjt xqul} . Stel £ » O, en N zé, dat
ianicna E voor naIJ

H

(n) (n+k)! ok
Nu is f ij_ T a, . (¥4-%,) ", en de waar-

dering van de algemeno term van de reeks (#%):
s 00 (n+k)!

ADvE) . - x ¥ n
1o DKL g (2g%,) (%) 1
2R
53 (n;“) a1 (quxo)k(x A‘)n l (voor zekere k)
3 1
<] a +k‘om+£< £ voor n z N,

Hiermede is de convergentie van de reeks (%) bewe-
zen .,
. We bewijzen nu, dat (#)-f(x)=0.
Nu is:
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; n= N+1(Zz;“- (n+k) nLk(X *o) (deﬂ)n“an(x“xo)n>}

00 :
l nr k) an+k(xq«xo)k(x~xq)n~an(x~xo)n } (voor zegﬁre
n>

|}

n+k ko, n
$ max { 2( k ) an+k<xﬂuxo) (x~x1) * ’ ? an(x—xo)
(voor zekere

£ max {%an+klcn+k 5 Ean}cn} < B .

Hieruit volgt:
n+k

| (%)-£(x) ) | max {!z:n 0 (:z:y— ( c )an+V(X1”Xo>k(XMX1)n“an(x“xof

k n .
N e n+kya x ) (%% ) b ets
%Z*n=o 2—k:N+1( ) avk X" 1 }

. n+k - k n
< max {(Ei k=0 ( K )an+k(“1”xo) (xqu) ‘5
n+kkN
- @O . (m-{:k) 3 (X-X )k(X"X )1’1’1 ,
\Z“k=N+1 Kk m+k 0 1 X

(voor zekere m)

5rmnc{§an‘cn ,k am+l‘cm+l, £ } (voor zekere n,l > N)

= &,
Hieruit volgt het gestelde.

o= 09 n :
Stelling 5. Als f(x) = AN (x xo) , met convergentiestraal p > O,
en f(i )=0, waarbij ! 5 -X x £ P (1=1,2,...) en §, —>x
dan is a =0 (n=0,1,2, ,), dUu f identiek nul op | x- X ]4
Bewijs: Daar f£(},)-a_=(}§

§.-%,) Z: nev @ A(F-x0) )y 1 en Z:n=1 an(x—xo)n"

X,
continu is in x= x (zelfs dlffgrentloGWbaar) krijgen we bij
&
{4

0’

de 1imietovergang —+ X

0 - a, = 0; dus a, = O.

Als bewezen is, dat a =0 (voor m=sn, zekere n z0), dan heeft

£(75)
—— e een limiet als 1 -s00, en
n+1
(?1"}(0)
r(§,) . 00 . k.n-2
Z?wf§*3h+1 T R (iiwxo) Z:1«:=1n+2 <fimxo) ’
. 1 7o

zodat we na de limietovergang 5i —> X wWeer krijgen:

8414 = 0, g.e.d.
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Gebruik mekende van stelling 4, stelling 5 en §18, stel-

ling 4, krijgen we een bewijs voor:
00
Stelling 6. Als in K%, de convergentiestraal van f£(x)= Z:n—o anxn

niet kleiner dan 1 is, en f oneindig veel nulpunten in

Im heeft, dan is f identiek nul op zijn convergentie-
gebied (dus ook op I;g ).



Colloguium "P-adische getallen"

Voordracht op 4 november 1960
door

H. de Vries en H. Jager

Een rekenkundige eigenschap der Taylorco&fficiénten van rationale

functies

§20. Het binomium van Newton,

Stelling 1,

Bewil js.

Stelling 2.

Bewljs.

©
y :
Als fi(z):ZE:V=Oair)Z (zeﬁtv, i=1,2,...), en
8;,~+ a, (i~00, gelijkmatig in »'), dan is

v ;
f(z) = Z;J:Oap Z convergent voor zel , en

lim f£.(z) = £(z) (zeI,).
1-s00 = =

W

Stel ¢>0, en N z6, dat |a. -a |
, . - ®
verder M zé, dat ’aNyig <& (vzM); dan:

}a n = {an - (an"aﬂ))g < ¢ (v 2 M), dus a, — 0
en 5““’ /z convergent op I, .
u-—-o ad
o3
o o — 4
Ook: ff(z)~fi(z)}% ”22:;:0 (aiu a,)z lﬁ <
[
< {a. ~a, Izt (zekere v)
iy V%’ﬁ 742
< e, (voor 13z N, zalgg), go,e,de
s s - . p-1 2 o 4 z) H
Z2ij %,z ah¢ , lxl$)< D s )ulﬁjgﬂ, dan is z: o (V)x

convergent, en ook te schrijven als een machtreeks in z,
De priemfactorontbinding van y! bevat hoogstens

[iﬁ}+.{l%} ... ¢ -2 factoren p, dus f vlluqs ppuq.

p = -1

P z py ) 7
Schrijven we nu (y)x als een polynoom in z:

14 v .
R c. g9

v 0 i , dan zijn de ij geheel rationaal, en

vinden we:

[ (3) <],

)

Sl
‘(,1}7@«‘}( D £ D

(p is de grootste waardering < 1).
Hieruit volgt de convergentie van Z~u O ( ) .
i
1 . _ )
We lkunnen nu schrijven: £, (z)= Zv O( ) Z O(Zv -0 Ju}‘
met . g.
djp = ;“‘ij s dus }djyip s P .
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Hieruit volgt, dat aan de voorwaarden van stelling 1 is voldaan, en

) 0o z v i .
i%i?oo £:(2) =:§:v:4)( v) X op %@ in cen machtreeks naar z 1is te
ontwikkelen, a.e.d.
— QO 00
Stelling 3. Als A =2~v:{)ap en B::z:y:o Ev twee convergente
reeksen zijn in Kp , en c@;:Z:y:O a,b, ., (n=0,1,2,...),
c, 5 €n AB=C.

dan convergeert ook Ct:Z:y~O

Bewijs. Zij € >0, en N z6, dat |a,|<e, |b,l, <€ (v »N).
pan geldt ook: ]AmAn}%<ne . B-B_ }; <& (n»>N), waarbij
An ::Z:v=0 a, » By = 2oy

y=0 ¥ °
n n n
Nu geldt: C_ =2:?=O ¢, = Z;:O a,B = AﬁB-%Z:yzo a
met £, = B, -B. Hieruit:
AB-C < ‘max A-A_)B a .

| “l yzo,ﬂ,.,,,n“( n) “{7‘3 : | *’ﬁh"’*ir‘%}

Is nu M = max )B - a dan geldt
v=0,1,2, i f;!% ’ } y{ﬁ } ‘

vOoOor n s 2N:

)AB-cnt < ¢M; hieruit volgt het gestelde.

2

Stelling 4. Als zsz()(“>~xv en Z:), O( ) in Kﬁ convergeren,

dan convergeert ook Z: <“+ﬂ) , en

Z () () =) AT (5 <)

¥ =0
Bewijé. Volgt uit stelling 3, en het feit, dat
n
0 (35) (8- ()
y=0

y .
Het feit, dat (1+x)" ==zi;_{ﬂ§)x als o« geheel rationaal is, en

stelling 4 geven de rechtvaardiging van de schrijfwijze:

0
(1+x)u==2:v_o(§> x”  (voor het geval de reeks conver-
= geert),
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§21. Een arithmetische eigenschap van de Taylorco&fficiénten van

rationale functies

Hoofdstelling. Zij f(z) een, in een omgeving van Q reguliere,

; ; . : n s
rationale functie met een machtreeksontwikkeling ggb a,z ', waarin

alle a_, (n=0,1,...) algebra¥sch zijn.
Wanneer nu oneirdig vele van deze Taylorco&ffici&nten nul zijn be-
staat er een natuurlijk getal r en een aantal niet negatieve, ge-

heel rationale getallen PW’PE”°°?P met
o . : /oo o . '
ri% v (mod r), i#j, 1,i=1.2,...p (dus psr)

en z6, dat alle Taylorco&ffici&nten a, met

ner; (mod r), n £, (i=1,23,,.ja) nul zijn.

Buiten deze zijn er nog hoogstens eindig veel andere nul.
Voor het bewijs van deze stelling lelden we een aantal hulpstellin-
gen af,

co
Hulpstelling 1., Zij f{z) = :{: anzn een in een omgeving van O
n=0

reguliere, rationale functie met algebrafsche Taylorco&ffici&nten,

Dan bestaat er een aantal algebrafsche getallen Aq,Aq,,,.Am en een
s

aantal polynomen Pq(x),Pg(x),,.,Pm(x), alle met algebraische co¥f-

s e ome 7 = - . n
ficiénten, zd, dat voor voldoend grote n a, ‘Mgg;Axtgu(“)’

Blz)
~

=5 s met:
g

Bewijs 1°. We trachten f(z) te schrijven als

1 e 11
B(z) =7 . b, z" s C(z) = Z~y=O cyzy , b ,c, algebraisch
AN =

Hiervoor is het voldoende van het volgende stelsel van lineaire ver
gelijking een algebraische oplossing te vinden:

n
A%ib e akwM = b =0 (k=0,1,...),
waarbl] de Cou > bk de onbekenden zijn; letters met niet-optredende

indices nul gesteld., Nu is dit stelsel voor zekere 1 en n oplosbaar
in het lichzam der complexe getallen., De oplosbaarheid kan uitge.-
drukt worden als volgt: alle (n+l+2)«x (n+l+2) deelmatrices van de
co€fficiéntenmatrix (die n+l+2 kolommen heeft) zijn singulier.

Deze voorwaarde is volledig uitgedrukt in het lichaam ontstaan door
de a,, aan het lichaam der rationale getallen te adjungeren; ook
hierin is dus het stelsel oplosbaar voor zekere 1 en n, en een op-

lossing is dan algebraisch omdat de a, algebraisch zijn,

3
2%, Schrijf g%g% als: Q(z) + §(g§l s> Waarbij Q een polynoom,
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Ao B de verschillende nulpunten zijn van
=
B*(z) schrijven als:

en gr B¥ < gr C. Als o
C(z), dan kunnen we

C(z
I Zfi ;Z: --4%~jf s %y ’d/Li algebraisch.
,(«C=/l i=1 (/‘-« &——)
. S
xR, m, ) \ ¥
= 2 ch L) g (=z)
o v /¢(,i 0(3" 4
ln /‘ V ) 3
dus a,, fﬁgg; (;Z;) %u.(y)’ voor Y » graad van Q(z), waarbij de %a

Ische co&fficiénten zijn.

W

polynomen met algebr

Hulpstelling 2,  Gegeven een aantal algebrafsche getallen Aq,Ag,.ukA
en een aantal polynomen Pq(x)}Pe(x),,.ng(x) met algebraische co&ffi
ciénten. Z1j v een natuurlijk getal, z4, dat 3u,= Y AXL geheel alge

bralsch is en de co&fficiénten ianAL(X)=)IP¢L(X) geheeé algebralsch
. . n ” n
zijn (& =1,2,...m). 2Zij F(n) :Ag;% %u?a.(n) en G<”)fA2;4:§b%u-(n>“

Nu geldt: uit F(no)zO volgt G(no)=0 en omgekeerd,
Bewijs: triviaal,

21 O een ideaal van S, o #(0), (#(1)). Onder ¢ (ct) verstaan we
nu de orde van de (eindige) groep van cenheden uit de restklassering

S/ ot

Hulpstelling 3. (Fermat) Zij o een ideaal van S, o £(0) en zij be!
, (¢2
z6, dat ((b), ) = (1). Dan 15 b *(*) = 1 (mod o).

Bewijs. Een element b+& uit S/o¢  is dan en slechts dan een eenheid.
als ((b), & ) = (1). Daar de groep der eenheden van S/¢ de orde
y(cm) heeft, geldt:13¢(cz) = 1 (mod & ), als b+ & een eenheid var
S/ .

Lemma. Gegeven: m algebraische getallen Aq,Agg...Am en m po%ynomen me
algebraische coéfficiénten Pq(x),Pg(x),g.Pm(x), Zij F(n)::Z:AELEa(nj
n=0,1,2, ... w=l
Wanneer nu F(n) voor oneindig vele n nul wordt, is er een natuurlijk
getal r en een eindig aantal getallen P(q),r(g),,o.r(P), uit de ver-
zameling 0,1,2,...r-1, 2z, dat F(P(T)+P5'):O’VOOP T=1,2,...p,
V=0,1,2,..., terwijl er buiten deze punten nog hoogstens een eindig
aantal is, waar F(n) ook nul wordt.

&

Bewijs. Zonder beperking der algemeenheid mag men aannemen, dat zowel
de A%L s A =1,2,.,.m, als de co&fficiénten van de polynomen
Pau(x), a=1,2,...m, geheel algebrafsch zijn (hulpstelling 2),
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Zij K een eindige algebraische ultbreiding van het lichaam der ra-
tionale getallen, zd6, dat zowel de A, als de co&fficiénten van de

P, (%), #=1,2,...m, in K bevat zijn.

In K kan men nu een priemideaal p vinden, dat niet voorkomt in de
ontbindingen van de hoofdidealen (A/x),,a»=1,2,,n,m uit de ring S
van de gehele getallen van K.

We nemen nu zo'n @ en vormen het lichaam K van de X -adische getal

2
len,
Is p het rationale priemgetal uit £ , dan kiezen we e z46, dat p 6;96
p ¢ . e+1. Daarna kiezen we een natuurlijk getal k » E%T en schrijve

ter afkorting r = ¢ (2 k)

, . k e
Nu geldt, daar uit ((A, ), ) =(1)volgt dat ook ((A}u}g ) =(1):

Ar = (mod 2 ¥), w=1,2,...n (hulpstelling 3).

We kiezen nu nog een L zodat m:2¢ ® (dit is mogelijk op grond

van §183 stelling 1); dus IJU&2= P

In K kan men nu getallen a vinden met

2z A
A/Z: 1+ 7K a, ,{;L:’l,2,..,m
Uit Ttka% & pkzvolgt: {3vk€%]ﬁ’5 p"@'ﬁn dus, omdat k » 5%7 :
l?‘i*kaﬂl;g <p 7

Hieruit volgt (§ 20, stelling 2):

SO
> (2

) convergeert voor alle z € T
p=0 #

R

dus (%ur)z is nu gedefinieerd voor elke z eI”
. o

. - 00 - . .
Z1ij {ni} 121 de rij van niet negatieve gehele getallen waarvoor F(n
nul wordt. We schrijven N,=r; 124, waarbij elke r; een van de getal-

}qa

len 0,1,2,..,r-1 is., De rij {z is wcer cen onbegrensde rij van

j_ i:’] O
niet negatieve gehele getallen. De rij {Pi} iiﬁ is gevormd uit de
getallen 0,1,2,..,.r-1, Minstens één van deze getallen moet dus in

0
{Pi§i=q oneindig vaak voorkomen, Stel dat

P(ﬂ), P(g),oqn,r(f) 1 # psr die getallen onder

de getallen 0,1,2,...,r-1 zijn die in {Pi}giq werkelijk oneindig vaa
voorkomen,

Riid eike v ) hoanrt dan can vid indirnca



i/‘ 3 12 5 13 2 h=1,2, j) >
z0, dat r (h) = r<h) en dus
i’l:’
n (n) r<h) + r zZ (h) T=1,2,3,...
v =" h=1,2 P
met Z (h)"ﬂ’OO voor T 3 00,
1r
De functies ( )
m (h
£ (z) = zt: AT AF% p (r(h)+rz) zijn in het bijzonder
h Ty M AL

gedefinieerd voor elke z eIﬁ 5 h—192,,,.P;zij bezitten steeds in I

een oneindige rij nulpunten, n,l.

z,(h)g z,(h), zu(h),ﬂ.o., daar voor n=1,2,,,, f (n):F(P(h)+rn).
i, 1o 13 h

Nu is £ (z) op I voor te stellen als een machtreeks in z, immers

j% ") . ATZ P (r(h)+rz> =

oy é 3
IS

/M‘:
z“% s‘;%v” LR e, ey = S
J=1 V=T (§ 20, stelling 2).

Uit §19, stelling 6 volgt nu:

fh(z)aao op I% s h=1,2,...p,

i.h.b. F(r(h)+rn) = 0 wvoor n=0,1,2,

Dat we hiermee alle nulpunten van F(n) op hoogstens een eindig aan-
tal uitzonderingen na gevonden hebben volgt uit de definitie van de
verzameling getallen P(q)jr(g),ﬂ.r(f), Zouden we n.l. nog een on-
eindig aantal nulpunten overhouden dan zou dit een nieuwe r(m) in

deze verzameling opleveren.

Het bewijs van de hoofdstelling volgt nu onmiddellijk uit voorgaand
lemma en hulpstelling 1.

&
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Colloquium "P-adische getallen"

Voordracht op 18 november
door
Dr. C.G. Lekkerkerker

Opmerkingen bij de invoering van K;@ (p.43-45)

Literatuur: H. Weyl, Algebraic Theory of Numbers, Princeton, Third
printing, 1954,

We gebruiken de volgende notaties:

k : lichaam der ratlonale getallen

K : algebraisch getallenlichaam van graad n over k

Z priemideaal in K.

Getallen in K zullen we met griekse letters aangeven. We zullen;@
een deler noemen van elk geheel getal g in het ideaal.p , en schrij-
ven 2[p, of ook p=0 (mod % ). Algemener noemen we 'pt een deler
van e K, als o= £ (B, 4 geheel) en het aantal factoren 2 in de
teller B tenminste t meer is dan het aantal in de noemer )} .

We gaan eerst even in op de definitie van p-adische getallen en

beschouwen daartoe willekeurige sommen
@

(1) 52% a, plC (h geheel),

waarbij de a, rationaal en (lokaal) geheel in p zijn, d.w.z. van de

volgende vorm zijn:
b

t . .
EE'mEt bt’ct geheel rationaal en pA’bt,

Zijn alle a, gehele getallen uit een gegeven volledig restsysteem z:
bijv. het restsysteem {O,ﬂ,.oc,p—ﬂ} , dan noemen we (1) gemakshalve
t, z: a%pt heten gelijk,

at=

een standaardreeks. Twee uitdrukkingen a,p
als

(2) g;% aspS = g;% as'pS (mod p%) voor elke t.

Elk getal a, = bt/ct is congruent met één en slechts één getal
al in J_ ., want er is precies één oplossing van

(3) c,x = b, (mod p), x e .
Dan is het duidelijk dat elke uitdrukking (1) gelijk is aan één stan-
daardreeks., De uitdrukkingen (1) geven dus, met bovenstaande definiti
van gelijkheid, juist het lichaam kp van de p-adische getallen,

Het voordeel van deze invoering is dat optelling en vermenigvul-
diging van p-adische getallen zich op bijzonder eenvoudige en voor de
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hand 1iggendé wijze laten uitdrukken,.

We gaan nu hetzelfde doen voor K en 2 . De idealen 2 en B
zijn niet hetzeifde, Er is dus een geheel getal p in K met

2
Fef . pép
We beschouwen uitdrukkingen

X T . . . .
(%) Z; %y f (h geheel rationaal; «, & K en geheel 15
2.
Gelijkheid van twee uitdrukkingen (4) definiéren we door
¢ A5 ©
(5) SZ;,C °‘sf’ = SZ;_,CNS (mod °) voor elke t.
Desgewenst kan men in K een volledig restsysteem modulo ® , stel 7
beschouwen (het bestaat uit pf elementen, waarbij f de graad van »
heet)., Dan is elke uitdrukking (4) gelijk aan één standaardreeks
Efaé ft, mé e ¥ ;dit komt neer op de eenduidige oplosbaarheid van
congruenties
£
M
oy p J P A.p ol ﬁ (mod »
t
ofwel .= . (A+ océ) (mod %), zé dat aleX
Optelling en vermenigvuldiging worden op de gebruikelijke wijze

T+1
)

gedefini&€erd, Dan ontstaat een lichaam. Dit lwchaam is volledig; voor

een fundamentaalrij van standaardreeksenﬁ:oA i) p geldt dat bij toe-

nemende 1 op den duur steeds meer coefflclenten cxél) constant blij-

ven:
(1) (i 41)  (i+2)

o =& = Ty e
5 s s voor 8 £t en zekere

i, = 1(%).
Verder is elke uiltdrukking (4) in 7 -adische zin te benaderen door
getallen uit K. We hebben dus het lichaam Kﬁ van de 2® -adische ge-

tallen gekregen, T

De ring I%z van de gehele ? -adische getallen wordt gegeven
door de uitdrukkingen (4) met h: O. Daar het restsysteem J eindig is
is het duidelijk dat I$

We willen nog ingaan op de vraag of.K$ te beschouwen is als ee;

compact is.

ultbreiding van kD, Z1j p het priemgetal in % . Laat de kanonieke
ontbinding van p gegeven worden door

e e
(6) o=, g, ® (2,=2),
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N Y 12 (i=1,...,8).
Dan is p= . %, ,, waarbij ; geheel is in (i=1,...,g). Dan
is een uitdrukking (1) in de vorm (4) te schrijven; zijn twee uit-
drukkingen (1) gelijk, dan ook de corresponderende uitdrukkingen.

Dus is k_ bevat in K . Bijzonder eenvoudig is natuurlijk het ge-

en zi]j 5 egn geheel getal met

val e1=1; dan kunnen we nemen =p,

Om in het algemene geval een beter inzicht te krijgen beschou-
wen we naast de lichamen kp, K nog een verzameling Kp° Die be-

staat uit uvitdrukkingen v

(7) t%:h atpt (ate‘K en geheel in 2 );

gelijkheid wordt gedefinieerd door congruentie van parti&le sommen
modulo machten Z’et¢ Het is duidelijk hoe kp ingebed is in Kb im-
mers Kp is onder meer een vectorruimte over kp van dimensie n. Verds
is Kp een ring. We bewijzen nu (Weyl, p.101)

Stelling, Kp is isomorf met de directe som van de g lichamen

K ® 8 o K @

$13 3 ?g t

Bewljs. Een getal A = 35 &, p’ uit Kp is ook een getal uit K., ,
——— . e

voor 1=1,...,g, als we schrijven p= Py i/3i; gelijke uitdrukk%ngen
geven weer gelijke uitdrukkingen. Maar nu kunnen verschillende ge-
tallen uit K_ corresponderen met hetzelfde getal uit een vaste K_ .
In elk geval hebben we een zekere afbeeldingen Jli van Kp in %ﬁ

K~b (i=15...,8). We beschouwen nu een willekeurig stel getallen
i
o0 .
p, = 2w ()b oy
i Lﬁ%-t Py 2y

en zullen laten zien dat er één en slechts één getal A=Z:<xtpt in Kt
is, zd6 dat A=Ay (i=1,...,8).
We beschouwen de volgende parti&le sommen

A, . = e (i)v,s (i=1,...,8), A, =2 «_p°,
LEE I e.t s N ’ t gT¢ s

Verder stellen we

(1) 8 _ ,(1) %
efssce (t1) % f1 AP

\e

Dan is g (1) geheel in 2 .. Stel eens dat de & _ met s< t z4 bepaald

zijn dat At = At,i (mod 2 17), voor i=1,...,g. We bepalen nu «, z

t
dat 9it ook geldt met t vervangen door t+1. We moeten daartoe voldoe
aan de volgende congruenties

At+ o, p ’"‘"‘At,i“L/Bt p~ (mod 24 5



ofwel (ﬂ e,
i) -t i
+ (At,i—At)p (mod By ).

De tweede term rechts is geheel in ;@i, voor alle i, wegens de in-
ductieonderstelling. Nu geldt in K de chinese reststelling, ook voor
congruenties modulo priemidealen. Dan is er een cxt die aan boven-
staande congruenties voldoet, en deze &, is eenduidig bepaald modulo
g;qeqq,_;@geg = p. Dus is er één getal A met Q. A=A, En (111,,..,£1g)

is de gezochte isomorfie,

Over de exponenten e, valt nog het volgende op te merken. Met
behulp van Galoistheorie kan men bewljzen dat ze gelijk zijn. Verder
zijn ze »1 dan en slechts dan als p een deler is van de discriminant
van K.

Er is een vergaande analogie met lichamen van algebralsche func-
ties, Dan is k het lichaam van de rationale functies en K een algebra-
ische uitbreiding. Priemgetallen zijn de lineaire vormen z-a (a een
willekeurig complex getal). De punten a waar de exponenten ei:»ﬂ zijn
de vertakkingspunten van het bij K behorende Riemanns oppervlak. De
priemidealen i?i corresponderen met de verschillende bladen daarvan,
en K is een lichaam van Laurentreeksen.

2
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Colloguium "P-adische getallen'

Voordracht op 2 december 1960
door

M.A, Mauricq

Opmerkingen: 1. Deze syllabus bevat het bewijs van de op blz, 32 uit-
gesproken stelling van Mahler. Dit bewijs 1s afkomstig
van Prof., Mahler; het zal worden gepubliceerd in
"TJournal flir die reine und angewandte Mathematik'.

5. De bladzijden 61 t/m 64 "vervangen" de blz.32 t/m 37
van de syllabus.

§16,6‘. Lemma 1: Indien g(x) een continue p-adische functle is van X
voor x € N_, zodanig, dat lim ]5%§l-)p = 0, dan is ook

x &N
1lim §L§3 = 0, x| =0
x &N £ 0p P
x| =0
%1,

Bewljs: Bij elke s >0 is een t >0 te vinden, zodanlg, dat

g%ﬁl ¢p " woor xeN, Ofﬁlxkpg p"t .

P

71 ; een p-adisch getal met g(%§)#0, 0< lflg)ép“t .

Op grond van de continuiteit van g(x) bestaat er een

u >0, zodanig, dat

o< |B(9)], voor e, Joy -yl e 0

|e(n)], = |a(§)], voor g e, l7-5l 407

Kies 7 =x ¢ N, zodanig, dat

et 1y 5 mints™, g1,

Dan geldt zowel tg(x)&p = !g(%)}p

als \x\p = {?lp £ 0.
Dan 1s echter
@ 0] - | <o

Lemma 2: ZijJ f(x) een continue p-adische functie voor xeaNp
f(x) is dan en slechts dan differentieerbaar in x=0
(met afgeleide £'(0)=A), indien
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11m | £XI=F00) Al - o,
x & N x p
x| =0
p
Bewijs: a. Ulteraard is de voorwaarde nodig.,
b. Stel de voorwaarde vervuld en zij g(x) = f(x)-£(0)
Dan is um | 8L D
x eN * P
x| =0
%,
en dus lim I (~L = 0,
X6 N £ P
D
IX} ~* 0
m.,a.w 1im if(x)—f(o) - ﬂ} = 0,
X &N P
P
|x|,~*0
p

Zij nu f(x) een continue p-adische functie, die aan de voorwaarde
van lemma 2 voldout.
Op grond van stelling 16,4 geldt (x«aNp)

00 «
22: an(n) s 1im }a tp =

n=0 1 - OO
a
Stelling: Indien £!'(0) = A Dbestaat, dan is lim 2 = 0,
nemeoo! 0P
Bewijs:
Definieer: h(0) = O
n(x) = LE)=20)nx _ g(%)  Go0p g0,
X x
Dan is h(x) continu voor x#0.
h(x) 1s ook continu in x=0, daar lim } h(x)}, = 0.
X & N P
p
o ) [X{p”ﬁ"o
zij  n(x) = géb c () n{i%xjcnip =0

Dan 1s encrzijds

f(x)

i
=
o
+
>
b

i? et (1) (4) + ()]

en andgerzijds
F

(x) = 3 8"
f(x) = a )
= “n'n
Hieruit volgt a, = n(cn“1+cn) voor ng?2,
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zodat 1im = 0,

N~ 0O n{p

an
: 3 = lim {c__ 40
YU P nesoo

Stellings:s Zij 3a een p-adische nulrij. Indien nu
e n

00, a
N o= lim 1 (ﬁ:l)
lxl =0 n=1 n
x &N
bestaat, dan 1is
lim —— =
p

n =3 00 .
(dit is de stelling van 16,6; blz.32).

Bewijs: volgt onmiddellijk ult de voorgaande stelling.,

a
16,7': Stelling: Zij-{j§} een p-adische nulrij. Dan bestaat de limiet
0Q a
. |
o= 1im Z:-——P—(X )y
x—»0 nco D 0

xeN
en bovendien is

o0 a
o= Z (““/])n"_/‘ ‘r"}'rl ©
n=1

Bewijs: zie 16,7; blz.35.

00
, N s = X . -
16,8': Stelling: Zij £(x) = ;;6 an<n) continu op Np, en zij
Q0
” y
a (v) = a (5) .
n ! n+k k
1. Indien 1im én%g_ =0,

n-—» Qo

dan bestaat £'(y) en bovendien is

Q0 a_(y)
-
ri(y) = 2. (-0
n="1
2, Indien f'(y) bestaat, dan is
oa(y)
lim ——— = 0

N ~—+ 00
Bewljs: dit volgt uit de voorgaande stellingen op grond van de
relatie

£(x+y)-£(y) _ 2§2 2,(y) (x=Ty

X n n-1

n'n

Q0
16,9': Stelling: Zij f(x)= gz% a_(*) continu op N,. Indien nu de af-
geleide r'(x) bestaat cn continu is voor alle xe;Np, dan geldt
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@ a
k-1  “k+n : .
1) de reeksen a! = 7 (-1) —p— zljn convergent

k=1 ;
(n=0,1,2,3,...).
2) {aﬁ} is een nulprij

_ o) :
frix) = a' (*) voor xe&N
3) £'(x) _ﬂ}‘;ﬁo S) 5

Bewijs: zie 16,9 (blz.36).



